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Kapittel 1

Innledning

Nar vi lager programmer er det viktig at vi kan forsikre oss om at de fungerer som gnsket.
A teste programmer vil kunne luke ut en del feil, men for at vi skal kunne vare helt
overbevist om at et program oppfyller en spesifikasjon, kan det vaere nyttig & bruke mer
formelle resonnementer.

Spesielt gjelder dette for parallelle programmer. Da har vi flere prosesser som kan utfgre
sine instruksjoner samtidig. Vi kan som regel ikke vite hvor fort disse prosessene kjgrer
i forhold til hverandre, og dermed kan vi ikke vite i hvilken rekkefglge operasjonene i
programmet utfgres. Dette kan ogsa vaere forskjellig for to eksekveringer av et program og
dermed har vi ikke-determinisme.

Dette gjgr at antall tilstander for et parallelt program vil veere av samme orden som pro-
duktet av antall tilstander i hver prosess. Det blir altsa sa mange muligheter at vi i praksis
ikke klarer & teste alle. Dermed er det ikke tilstrekkelig & bare teste programmet, men ogsa
ngdvendig a kunne resonnere formelt om det. Til dette formalet er det foreslatt en rekke
bevissystemer.

For at flest mulig korrekt spesifiserte programmer skal kunne bevises i et bevissystem, ma
systemet veere relativt komplett!. Et bevissystem for parallelle programmer méa ha med
mytiske variable for at det skal veere relativt komplett. 1[Owe92] er det gitt et bevissystem
der det brukes historiesekvenser som mytiske variable. I disse tar vi vare pa informasjon
om hva hver enkelt prosess har gjort med felles variable. Dette bevissystemet er relativt
komplett.

Det er interessant a se hvor lite informasjon som kan tas vare pa i mytiske variable uten at
vi mister kompletthet. I [Owe92] foreslas det a fjerne en del informasjon om rekkefplge av
operasjoner. For hver variabel skal det tas vare pa en sekvens av tilordnete verdier og en
sekvens av leste verdier. Det argumenteres for at det er mulig & lage et slikt bevissystem
som er relativt komplett.

I denne oppgaven vil jeg gjore som foreslatt i [Owe92], men i tillegg vil jeg ogsa fjerne
sekvensene av leste verdier. Det eneste som tas vare pa av historieinformasjon er sekvensene
av verdier som er tilordnet til felles variable. Jeg lager et bevissystem med redusert mengde
av mytiske variable og viser at dette er relativt komplett.

'Uttrykket relativt komplett og andre begreper defineres i neste kapittel.
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Det gis ogsa et par eksempler pa hvordan vi kan lage beviser med sa lite historieinfor-
masjon som beskrevet ovenfor. Spesielt vil jeg se pa et produsent-konsument-eksempel
som illustrerer hvordan vi ma ga frem for a bevise synkronisering av prosesser.

Videre vil jeg ta for meg hvordan vranglas/fraveer av vranglas kan bevises i et av bevissys-
temene fra [Owe92].

Leseren av denne oppgaven bgr ha god kjennskap til hvordan programmer verifiseres. Dette
grunnlaget kan komme fra kurset i programspesifikasjon- og verifikasjon som undervises ved
instituttet [Dah92]. Videre er det en fordel a kjenne til verifikasjon av parallelle program-
mer, noe som ogsa undervises ved instituttet [Dah93]. Det kan ogsa veere nyttig med noe
mer kunnskaper om logikk, slik at begreper som sunnhet og kompletthet er godt kjent.

Oppgaven er bygget opp slik:

I kapittel 2 gis bakgrunnen for oppgaven. Her finnes syntaks for programmeringsspraket vi
ser pa, Hoare-logikk for sekvensielle programmer og en beskrivelse av bevissystemene fra
[Owe92]. Videre forklares notasjonen som brukes i disse bevissystemene og noen sentrale
begreper som f.eks. relativ kompletthet. Jeg ser ogsa litt pa hva andre har gjort for a bevise
parallelle programmer.

Kapittel 3 inneholder bevissystemet der kun verdier av variable og historiesekvenser av
tilordnete verdier kan brukes i spesifikasjonen. Det blir gitt noen eksempler pa hvordan
systemet brukes. Videre vises det at bevissystemet er komplett, og det argumenteres for
at det (opplagt) ma vere sunt.

I kapittel 4 forklares det hvordan vi i et bevissystem fra [Owe92] kan vise vranglas/fravaer
av vranglas. Det bevises at ulike programmeringsstrategier for “Dining Philosophers” er
fri fra vranglas/kan ga i vranglas.

Kapittel 5 inneholder en kort oppsummering.



Kapittel 2

Bakgrunn

I dette kapitlet beskrives fgrst det programmeringsspraket jeg behandler. Videre gis en
kort oppsummering av hvilke regler jeg bruker fra Hoare-logikk for sekvensielle program-
mer. Dernest fglger en kort diskusjon om relativ kompletthet, som gjelder for Hoare-logikk
(bade for sekvensielle og parallelle programmer). Jeg tar ogsa for meg hvordan histo-
riesekvenser brukes som mytiske variable i bevissystemene. Bevissystemene i [Owe92] som
denne oppgaven bygger pa presenteres, og til slutt ser jeg pa en del andre arbeider som
behandler parallelle programmer med felles variable.

2.1 Programmeringsspraket

Det programmeringsspraket jeg ser pa er et enkelt ALGOL-aktig programmeringssprak
utvidet med parallell sammensetning, cobegin P, || --- || P, coend, der Py,..., P, er
prosesser som utfgres i parallell. Disse prosessene kan referere til felles variable, men bare
slik at hver tilordningssetning i en prosess kan ses pa som en udelelig hendelse. Vi kan
ikke anta noe om den relative hastigheten til de ulike prosessene, sa programmereren ma
selv sgrge for eventuell synkronisering ved hjelp av await-konstruksjonen, som beskrives
nedenfor. BNF-syntaksen for spraket ser slik ut:

(passign) | (skip) | (pif) | (pwhile) | (pcomp) | (await)
passign) ::= (local var):=(shared exp) | (var):=(local exp)

= if (local exp) then (pstmt) else (pstmt) fi

pwhile) ::= while (local exzp) do (pstmt) od

=
%)
=
=
=

g

=
<.
=
g}
|

(stmt) = (assign) | (skip) | (if) | (while) | (comp) | (cobegin)
(assign) = (var):=(exp)

(skip) ::= skip

(if) = if (ezp) then (stmt) else (stmt) fi

(while)  ::= while (exp) do (stmt) od

{comp) = (stmt) ; (stmt)

(cobegin) ::= cobegin (process) || --- || (process) coend
(process) 1= (pstmt)

{

{

{

{
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(pcomp) == (pstmt) ; (pstmt)

(await) = await (ezp) do (cstmt) od

(cstmt) == (assign) | (skip) | (cif) | (cwhile) | (ccomp)
(cif) = if (exp) then (cstmt) else (cstmt) fi
(cwhile) ::= while (exp) do (cstmt) od

(ccomp) == (cstmt) ; (cstmt)

Som vanlig i sekvensielle programmer brukes (var) for en variabel og (exp) for et ut-
trykk med konstanter, variable og operasjoner pa disse. Datatypene som brukes er vanlige,
statiske typer som heltall, boolske og arrayer av disse. Deklarasjoner gjgres ikke eksplisitt
i programmeringsspraket, men det er enkelt a ta dette med om gnskelig. Variable som
refereres til utenfor cobegin...coend eller i flere prosesser er felles, mens variable som
bare refereres til i én prosess er lokale.

Vi antar at alle uttrykk er veldefinerte. Et eksempel pa et uttrykk som ikke er veldefinert,
er a/b nar b = 0. Videre antar vi at at alle funksjoner er totale, dvs. funksjoner som gir
veldefinerte verdier for alle veldefinerte argumenter av riktig type.

Nar det bare star (var) eller (exp) er det ingen begrensning pa om variable som brukes er
lokale eller felles. Inne i prosessene gnsker vi & betrakte hver programsetning som en udelelig
operasjon. Dermed kan det bare tilordnes til én felles variabel, eller leses én felles variabel.
Uttrykket (shared exp) i BNF-syntaksen inneholder én referanse til felles variable. Resten
av tilordningssetningen og tester i if/while-setninger skal ikke inneholde noen referanse til
felles variable, og dette uttrykkes som (local var)/(local exp). Vi kan tillate flere referanser
til felles variable ved a legge pa en implisitt kritisk region.

await (exp) do (cstmt) od er kritisk region der (exzp) er ventebetingelse og (cstmt) er
“innmat”. En kritisk region implementeres som en udelelig operasjon, sa her kan vi referere
til s& mange felles variable vi gnsker pa en gang. Det er vanskelig a lage en effektiv
implementasjon av denne formen for kritisk region, men reglene for denne konstruksjonen
kan lett tilpasses til den maten kritisk region er implementert pa i praksis. Nesting av
kritiske regioner er ikke tillatt, men dette er heller ikke noe poeng, siden vi allerede har
eksklusiv aksess til samtlige felles variable.

Nestede cobegin...coend-setninger er heller ikke tillatt, fordi det kompliserer bevissys-
temet. Det burde imidlertid vaere mulig a utvide systemet slik at dette kan tillates.

2.2 Hoare-logikk

De bevissystemene jeg ser pa i denne oppgaven bygger pa Hoare-logikk slik Hoare definerte
den i [Hoa69]. Jeg bruker samme notasjon som i [Dah92], og denne avviker litt fra den Hoare
opprinnelig brukte. Dette er ikke noen innfgring i Hoare-logikk, bare en rask oppsummering
av hvilke regler jeg skal bruke i denne oppgaven. Se [Dah92] for en grundig innfgring i emnet.

Folgende notasjon brukes:

e P7 representerer utsagnet vi far ved a erstatte alle frie forekomster av variabelen z i
P med uttrykket e.
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e V[P] er mengden av frie variable i P hvis P er et utsagn eller mengden av variable
det refereres til i P hvis P er en programsetning.

e W[S] er mengden av variable som tilordnes i programsetningen 5.

I Hoare-logikk ser vi pa utsagn pa formen

{rys{a}

der S er en program-setning og P og () er utsagn i forste ordens logikk. Dette utsagnet
kan vi tolke som

Hvis forbetingelsen P holder for en eksekvering av programbiten S, og eks-
ekveringen terminerer normalt, sa vil bakbetingelsen ¢) holde etter at eks-
ekveringen har terminert.

La z veere vektoren av variable i programmet, og la o1 og o5 veere tilstander som gir verdier
til variablene. Et program S kan tolkes som en relasjon over to tilstander i et pa forhand
definert tilstandsrom. La o150, bety at en eksekvering av .5 som starter i tilstand oy kan
terminere normalt i tilstand o5. Da kan meningen av et program uttrykkes mer formelt
som

{P}S{Q} £ Voi,00P; NoSoy = QF,

I denne fremstillingen er det tatt med flere regler enn Hoare hadde i sin opprinnelige
artikkel. Fglgende aksiomskjemaer er tatt fra [Dah92]:

AS: {Pr}z = e{P}
CONS: {P}S{P} for V[PInW[S] =10
SKIP: {P}skip{P}

Fra samme sted har jeg tatt med disse reglene:

(P35 Q) , {Q}95:{R}

SEQ: {P}S1; S2{ R}
{PAe}SI{Q} . {PA-e}5{Q}
TDIF: {P}if e then 5 else 5, fi{Q}
{IAe}S{I}
WDO: {I}while ¢ do S od{I A —¢}
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CQL (Left Consequence): P = P ., {P'}5{Q}
{Prs{d}

CQR (Right Consequence): {P}S{Q'} , Q' = Q
{PrS{Q}

CJ (Conjunction): {P}S{Q1} , {P}5{Q:}
{P}S{Q1 A Q2}

DJ (Disjunction): {P}S{Q} . {P}5{Q}
{PLV P}5{Q}

EXST: APPSR}
{32 P}5{Q} for {z} N (V[S]uV[Q]) =0

UNIV: APYSiQ}
{P}5{vz]Q} for {z} N (V[PJUV[S]) =0

Disse reglene brukes utenfor cobegin...coend og nar betingelsene ikke refererer til felles
variable. Reglene brukes ogsa i de delene av en prosess som ikke refererer til felles variable,
og der denne prosessen har eksklusiv aksess til felles variable. Siden tester i if/while-
setninger ikke kan referere til felles variable, kan de tilhgrende reglene brukes direkte i
bevissystemene.

Andre regler enn de som er gitt her, f.eks. for andre konstruksjoner i sekvensielle pro-
grammer kan selvfglgelig ogsd brukes. Det er da viktig & passe pa at kravet om atomiske
operasjoner overholdes.

Reglene som er gitt her er bare for konstruksjoner i sekvensielle programmer, sa i tillegg
ma det gis regler for de programkonstruksjonene som finnes for parallelle programmer. Jeg
vil senere i denne oppgaven se pa flere slike regelsett.

2.3 Egenskaper ved bevissystemer

I dette avsnittet vil vi se pa folgende begreper: partiell korrekthet, total korrekthet,
vranglas, sunnhet, kompletthet, relativ kompletthet og hierarkisk oppbygging av bevis.



2.3. Egenskaper ved bevissystemer

2.3.1 Partiell korrekthet, total korrekthet og vranglas

A bevise en spesifikasjon av et sekvensielt program som definert i avsnitt 2.2, kalles &
bevise partiell korrekthet. Dersom vi ogsa viser at et program terminerer, kalles det total
korrekthet.

Det kan veere flere arsaker til at et parallelt program ikke terminerer. 1 tillegg til de samme
problemene som vi vil ha for sekvensielle programmer kan et parallelt program ga i vranglds.
Vi bruker fglgende definisjon av total vranglas:

Alle prosesser som ikke har terminert er i venting.

I tillegg kan vi ha partiell vranglas, der bare en del av prosessene er blokkert. I dette
tilfellet vil hver blokkerte prosess vente pa en annen prosess som ogsa er blokkert.

Begrepene partiell og total korrekthet kan generaliseres til ogsa a gjelde for parallelle pro-
grammer. Ofte brukes begrepene safety og liveness. Safety-egenskaper brukes for & uttrykke
at ikke noe galt kan skje, mens liveness-egenskaper brukes for a uttrykke at noe (riktig) vil
skje.

I felge denne definisjonen er fravaer av vranglas en safety-egenskap, og denne egenskapen
ved et program bgr kunne bevises i et bevissystem for partiell korrekthet.

2.3.2 Sunnhet

For a verifisere programmer er det ikke tilstrekkelig & bruke bare Hoare-logikk. Vi trenger
i tillegg et deduktivt system, og da er det vanlig & bruke fgrste ordens logikk slik vi gjor i
konsekvensreglene, LCQ og RCQ. Videre er det ngdvendig med et aksiomsystem for hver
datatype vi bruker. For enkelhets skyld er det vanlig & anta at vi bare har med datatypen
naturlige tall og at aksiomsystemet er Peano-aritmetikk. Disse resonnementene kan utvides
til ogsa a gjelde for andre datatyper.

Litt upresist kan vi si at en tolkning bestar av et domene, dvs. en mengde av termer, og en
tilordning av verdier til funksjoner/relasjoner over disse. Fglgende notasjon benyttes for
sann, gyldig og bevisbar:

e =7 P — utsagnet P er sant i tolkningen 7'

e | P — utsagnet P er gyldig, dvs. sant i alle tolkninger.

e |-p P — utsagnet P kan vises i bevissystemet B.

Sunnhet vil si at alt vi kan vise med bevissystemet er gyldig. Formelt kan sunnhet av et
bevissystem for spesifikasjon av programmer uttrykkes som

Hois Al1,p){ PYS{Q). sd Er {P}S{Q)
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hvor (H, D) er bevissystemet (Hoare-logikk og forste ordens logikk), 7" star for en tolkning
og A er mengden av utsagn som er sanne i T'. Siden vi ser pa naturlige tall vil A inneholde
alle sanne utsagn fra Peano-aritmetikk. Sunnhet bgr veere et minimumskrav til et bevis-
system, selv om det er lett a lage gale regler. I litteraturen er det flere eksempler pa slike
feil, spesielt gjelder dette reglene for prosedyrekall [CooT78].

2.3.3 Kompletthet

Kompletthet er det motsatte av sunnhet, dvs. at alt som er gyldig, kan bevises. Dette kan
formelt uttrykkes slik

Hois =7 {P}YS{Q}, si Alg,py{P}5{Q}

Dessverre er det umulig & finne et bevissystem for verifikasjon av programmer som er
komplett, ogsa selv om det deduktive systemet i bunnen er komplett.

Vi lar det deduktive systemet besta av forste ordens logikk og Presburger-aritmetikk, og
dette systemet er komplett. Hvis vi ser pa dette systemet i sammenheng med stoppeprob-
lemet, vil vi finne ut hvorfor et komplett bevissystem for verifikasjon av programmer ikke
kan finnes.

Presburger-aritmetikk er det samme som Peano-aritmetikk uten multiplikasjon. Mengden
av utsagn som kan vises fra aksiomene i Presburger-aritmetikk er rekursivt enumererbar,
dvs. det er mulig & lage en algoritme som lister opp mengden, og alle elementene vil for
eller senere komme med®.

Pa den annen side har vi stoppeproblemet som er uavgjsrbart. Dette innebaerer at mengden
av programmer pa formen { P} 5{false} ikke er rekursivt enumererbar. Hvis denne mengden
var rekursivt enumererbar, ville vi ha en lgsning pa stoppeproblemet. For a finne ut om et
gitt program ikke stopper, kunne vi bare liste opp alle programmer som ikke stopper, og
for eller senere ville vi komme til det spesielle programmet.

Siden denne mengden ikke er rekursivt enumererbar vil det ikke vaere mulig a lage et
bevissystem basert pa forste ordens logikk og Presburger-aritmetikk, som kan bevise alle
programmer pa formen {P}S{false}. Vi kan altsa ikke finne et komplett bevissystem
basert pa dette deduktive systemet.

2.3.4 Relativ kompletthet

Heldigvis kan vi likevel si noe om kompletthet. Cook [Coo78] tar utgangspunkt i en interpre-
tiv modell og definerer kompletthet relativt til denne. Dette kaller han relativ kompletthet,
men denne formen for kompletthet kalles ogsda Cook-kompletthet i litteraturen.

En betingelse for relativ kompletthet hos Cook er at vi kan uttrykke sterke nok betingelser.
Dersom det for en gitt tolkning og en gitt klasse programmer for enhver forbetingelse, P,
og enhver programbit, S, er mulig & formulere bakbetingelsen, @), i spraket vart, sier vi at
spraket er uttrykksfullt (expressive) relativt til tolkning og klassen av programmer.

'Mengden av naturlige tall er rekursivt enumererbar.
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Anta at vi har en tolkning, en klasse av programmer og et sprak som er uttrykksfullt
relativt til tolkningen og klassen av programmer. Et bevissystem er relativt komplett hvis
vi for hver slik tolkning kan bevise mengden av programmer som er sanne i tolkningen,
med utsagn som kan bevises fra teorien som antagelse.

De tolkninger som gir uttrykksfullhet for det spraket vi ser pa vil for Peano-aritmetikk vaere
standardmodellen? eller en tolkning der domenet er en endelig delmengde av de naturlige
tallene.

Relativ kompletthet kan dermed uttrykkes som

Hvis |=r, {P}S{Q}, sd Ag,py{P}5{Q}

der Ty er standardmodellen for Peano-aritmetikk, eventuelt en annen tolkning som gir
uttrykksfullhet.

Denne fremstillingen er svaert kort. I [Apt81] er det gitt en mer detaljert fremstilling, og der
bevises sunnhet/kompletthet for flere programkonstruksjoner for sekvensielle programmer.

2.3.5 Hierarkisk oppbygging av bevis

Et program i det spraket vi ser pa vil vaere bygget opp av delprogrammer. Det er gnskelig
a kunne benytte den strukturen dette gir i beviset av programmet. Dette gnsket kan
formuleres som prinsippet om hierarkisk oppbygging av bevis (principle of compositional
program verification), se f.eks. [Zwi89]:

“Spesifikasjonen av et program bgr kunne bevises utfra spesifikasjonene av de
syntaktiske delene av programmet, uten at det skal vaere ngdvendig a kjenne
innmaten i disse delene.”

Dette innebeerer at vi kan bevise en isolert del av programmet av gangen, og det blir enklere
a lage et bevis som er hierarkisk oppbygget enn et som ikke er det. Spesielt tydelig blir
dette hvis vi ser pa parallelle programmer der kompleksiteten av bevis kan bli svaert stor.

I beviset av en prosess kan vi bruke betingelser om globale tilstander, men vi kan ikke
bruke lokale betingelser fra en annen prosess, for at kravet om hierarkisk oppbygging skal
veere overholdt.

All spesifikasjon kan vaere i en global invariant, som inneholder all informasjon om alle
prosesser. Dette vil ikke gi noen reduksjon i kompleksiteten i spesifikasjonen av delene i
forhold til spesifikasjonen av hele programmet, s& kravet ovenfor kan med fordel forsterkes.

Ideelt sett gnsker vi oss at kompleksiteten av beviset av hele programmet skal veaere av
samme orden som summen av kompleksitetene av bevisene for hver prosess, ikke av samme
orden som produktet. Det kan virke som dette kravet er noe sterkt, men vi bgr kunne
ha noe reduksjon i kompleksitet av delbevisene for en prosess i forhold til beviset av hele
programmet.

2Standardmodellen for de naturlige tallene skiller seg fra en ikke-standardmodell ved maten co, uendelig,
behandles pa.
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2.3.6 Mytiske variable

Mytiske variable er variable som tas med i et program bare for a lette gjennomfgringen av
et bevis. Slike variable vil ikke bidra noe til resultatet av programutfgrelsen, og som et
siste skritt i beviset av et program kan de derfor fjernes. Mytiske variable kan ikke brukes
pa hgyre side i en tilordning til programvariable, siden dette vil ha effekt for resultat av
programmet. I en tilordning til mytiske variable trenger vi imidlertid ikke & ta slike hensyn.

For a fa relativ kompletthet av et bevissystem for parallelle programmer ma vi kunne
uttrykke tilstrekkelig sterke betingelser. Inne i parallelle prosesser er det ngdvendig med
mytiske variable for a fa til dette. En av de forste som brukte dette i et bevis var Brinch
Hansen [Bri73]. I [Owi75] vises det at det er ngdvendig a ta med mytiske variable for a fa
kompletthet av et bevissystem.

Det er flere muligheter for hva slags mytiske variable vi kan bruke. F.eks. er det i [Owi75]
opp til den som verifiserer et program & velge riktige mytiske variable selv, og det er gitt
en generell regel for handtering av mytiske variable. Dersom disse mytiske variablene skal
endre verdi i lgpet av programmet, ma brukeren selv skrive mytiske programsetninger for
a oppdatere variablene.

Ofte er det imidlertid vanlig at de mytiske variablene er en del av det formelle systemet,
og at det ikke er ngdvendig med mere mytisk informasjon enn det som er innbakt i sys-
temet. Dette er tilfelle i de bevissystemene jeg ser pa i denne oppgaven. Her brukes
historiesekvenser som tar vare pa informasjon om hva som er skjedd med de felles variab-
lene.

2.4 Historiesekvenser brukt i System 1, 2 og 3

I dette avsnittet presenteres de mytiske variablene som brukes i bevissystemene i denne
oppgaven. De er en del av bevissystemet, og en bruker trenger ikke tenke pa & skrive kode
for a oppdatere dem.

2.4.1 Sekvenser

Siden sekvenser er viet sa mye oppmerksomhet i denne fremstillingen, vil jeg kort oppsum-
mere de funksjonene for sekvenser som benyttes i denne oppgaven:

e ¢ — den tomme sekvensen

o (21,...,2,) — sekvensen med elementene z1,...,z,

gtz — legg til et element til hgyre i en sekvens

x4 g — legg til et element til venstre i en sekvens

e gHr — konkatener to sekvenser

#q — lengden av en sekvens

10
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o 7t(q) — right term, hgyre element av en sekvens

e ¢[i] — indeksering, element nr. 7 fra en sekvens

e ¢[i:j] — delsekvens, f.o.m. element nr. ¢ t.0.m. element nr. ;3

e ¢/m — projeksjon pa en mengde m. Resultatet av denne er en sekvens med kun de

elementene som ogsa finnes i m

En fullstendig definisjon av disse funksjonene finnes i [Dah92], og der finnes ogsa definisjo-
nen av fglgende predikat:

e ¢ head r — ¢ er en headsekvens (prefiks) av r

og et predikat for fletting av to sekvenser, som jeg bruker denne generelle varianten av:
e ¢ ismerge ¢i,...,q, — q er en fleltting av sekvensene ¢, ..., q,

En fletting av sekvenser vil si at i uttrykket over vil ¢ inneholde alle elementene fra
sekvensene ¢y, ...,q,. Rekkefglgen av elementene i sekvensen ¢;, (¢ = 1,...,n), vil vere
den samme som 1 ¢ nar vi ser bort fra elementer de andre sekvensene er opphav til.

2.4.2 Lokale historiesekvenser

Vi skal se hvordan vi kan ta vare pa all informasjon om manipulering med felles variable
sett fra én prosess. En slik historiesekvens h; kalles lokal fordi den hgrer sammen med
prosess ¢ og inneholder det vi kan vite lokalt i denne prosessen. Den kan besta av folgende
typer av elementer:

o (!j,e) — tilordnet verdien e til variabelen r;

o (7j,e) — lest verdien e fra variabelen r;

e (77r) — inngang til kritisk region, lest vektoren av verdier r fra variablene

o (!!7) — utgang av kritisk region, tilordnet vektoren av verdier r til variablene

'j og 77 er navn som konstrueres utfra indeksen til variabel r; i vektoren av felles variable.
De brukes bare som konstanter i en historiesekvens for & angi hvilken variabel som er
tilordnet/lest, og de vil ikke bli endret ved anvendelse av Hoare-regler.

En kritisk region kan vi tenke pa som at alle variable leses ved starten av den. Deretter
kan alle felles variable leses/tilordnes fritt uten at dette avleires i historiesekvensen, og til
slutt har vi en tilordning til alle variablene.

La x og y vaere felles variable og v lokal variabel i prosess P; i folgende eksempel:

®] [Dah92] er denne definert slik at i:j kan erstattes av en vilkarlig sekvens av naturlige tall.
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z = 0;

y =0

cobegin

P o= 3
vi=y

|
Py await v = 3 do
z:=y+1
od

coend

Det vil alltid veere en definert ordning av variablene. I sekvensene i dette eksemplet lar vi
x ha indeks 1 og y indeks 2 i vektoren av felles variable.

Vi vet fglgende om hvordan de lokale historiesekvensene hy og hy ser ut pa slutten av hver
prosess (men for coend) i en eksekvering av dette programmet:

o hy = ((11,3),(72,y)) — Vi kan ikke vite hvilken verdi som ble lest i andre element
(uten a se pa resten av programmet). I praksis vil det by pa problemer a bruke y inne
i en historiesekvens. Hvis y far en ny verdi senere i prosessen, vil historiesekvensen
veere gal.

o hy = ((77(3,4)),(My+ 1,y))) — Her vet vi at verdien av y i andre element er den
samme som den som ble lest i fgrste element, og verdien av z i andre element er
verdien av y fra forste element pluss 1.

Som sagt kan vi ikke vite lokalt i en prosess hvilke verdier som blir lest fra de felles variablene
i dette eksemplet, selv om vi lett ser hvilke verdier det dreier seg om ved & se pa hele
programmet. Informasjonen i lokale historiesekvenser skal bare inneholde det vi vet lokalt i
en prosess. Etter coend kan vi imidlertid se pa alle historiesekvensene og finne ut hvordan
en fletting av dem ma veere. Da kan vi ogsa finne de manglende verdiene.

2.4.3 Globale historiesekvenser

Istedenfor & se pa informasjonen lokalt, kan vi se pa alle prosessene og konstruere en
global historiesekvens, som tar med all ngdvendig informasjon fra alle prosessene. Fglgende
elementer kan finnes i en global historiesekvens h:

o (i!j,e) — prosess ¢ har tilordnet verdien e til variabelen r;

o (i7j) — prosess 7 har lest variabelen ;. Verdien blir ikke tatt vare pa

o (i!lr) — utgang fra kritisk region, prosess ¢ har tilordnet vektoren av verdier r til alle

variablene

Merk at vi her tar med 7, prosessidentifikasjon for prosess P;, slik at vi far med informasjon
om hvilken prosess som gjorde hva. Det er ingen verdi-del i 7-elementet, bare angivelse av

12
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hvilken variabel som ble lest. Dette er fordi vi kan finne verdien ved & se tilbake til siste
tilordning, eventuelt initialverdien, i en global historiesekvens. 77-elementet er ogsa fjernet,
fordi verdiene som ble lest kan finnes ved a se pa resten av sekvensen. Slik kritisk region
er definert vet vi at et ?7-element skal etterfolges av et tilhgrende !!-element.

For a finne verdien av en variabel i en historiesekvens kan vi bruke fglgende funksjon:
final;(q) = rt((M'r04 ¢).values;)

der values; plukker ut verdidelen av de elementene som refererer til 7;, og 70 er vektoren av
variablenes initialverdier. Hvis vi bruker final; pa en global historiesekvens, vil vi fa den
verdien som sist er tilordnet til 7; av en av prosessene, altsa den riktige verdien. Brukes den
pa en lokal sekvens far vi den siste verdien som er lest eller tilordnet av denne prosessen.
Dette er ikke ngdvendigvis den verdien variabelen har i gyeblikket.

All informasjonen som bare er implisitt i h, kan gjores eksplisitt ved a bruke funksjonen
expl, definert som fglger:

(
(¢ (277)) = expl(q)t (], final;(q))
expl(qr(ilj, a)) = expl(q)F- (i), a)
(¢F(iV..a;..)) = expl(q)F(¢?7.. final;(q)..)F (i q;..)
For a konstruere en lokal historiesekvens h;, fra en global kan vi bruke en funksjon
local;(q), som er expl(q)/i med prosessidentifikasjonen 7 fjernet fra hvert element.
der expl(q)/i betyr sekvensen av elementer fra expl(q) som har prosessidentifikasjon i.

Eksemplet over vil gi fglgende to muligheter for den globale historiesekvensen, slik at hy =

locali(h) og hy = localy(h):

o h=((111,3),(172),(21(1,0)))
o h=((111,3),(211(1,0)),(172))

Merk at sekvensen ma begynne med elementet (1!1,3) pa grunn av ventebetingelsen i
await-setningen.

Fra disse mulige h’ene, initialverdiene til variablene og funksjonene definert over kan vi
konstruere lokale historiesekvenser, og i disse vil vi vite hvilke verdier som kan vere lest
(og dermed tilordnet etterpa) i hver prosess.

All informasjon som er tilgjengelig kan samles i en global historiesekvens, som beskrevet
over. Imidlertid er dette svaert mye a holde rede pa. Ofte har vi ikke sa mye informasjon
som i eksemplet over, og ofte kan vi gnske a ikke vaere ngdt til & spesifisere hele historien.

Fglgende kortnotasjon brukes for & projisere historiesekvensene h eller h; pa en passende
mengde av elementer:

e ¢/! — projeksjon pa elementer som har med tilordning a gjore, !j- og !!-elementer
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e ¢/?7 — projeksjon pa 7j- og ?7-elementer

o ¢/!j — er en forkortelse for (¢/!).values;, dvs. verdidelen av de elementene som har
som effekt tilordning til variabelen r;

o ¢/7j — forkortelse for (¢q/7).values;, dvs. verdidelen av elementene for lesing av
variabelen r;

e ¢/i — projeksjon pa elementer som tilsvarer en operasjon utfert av prosess i

2.4.4 Oppsplittede historiesekvenser

Vi kan splitte historiesekvensene h; og h opp i flere sekvenser som hver inneholder mindre
informasjon, men som tilsammen er ekvivalent med de historiesekvensene som er introdusert
sa langt.

For hver variabel kan vi lage én sekvens av tilordnete verdier og én sekvens av leste verdier.
For ikke & miste informasjon under oppsplittingen ma vi ogsa ha en sekvens som holder
rede pa rekkefslgen de ulike operasjonene er utfgrt i. Globalt ma denne ogsa inneholde
prosessidentifikasjon for at all informasjon skal veere tilgjengelig.

For m felles variable far vi fglgende 2 x m + 1 sekvenser som en lokal historiesekvens, h;,
kan splittes opp i:

o !7; — h;/'j, en sekvens for hver variabel r;, som inneholder de verdiene som er
tilordnet til denne variabelen

o 7r; — h;/7j, en sekvens for hver variabel r; med verdier som er lest

e o — en sekvens for hele prosessen, som inneholder rekkefglgen de ulike operasjonene
er utfort i, dvs. elementer av typen 51, 743, 77 og !!

Den globale historiesekvensen med ?-informasjonen eksplisitt, expl(h), deles opp i til-
svarende 2 * m + 1 sekvenser. For a bevare all informasjon ma « inneholde prosessidenti-
fikasjon ogsa, dvs. elementer av typen 3lj4, 27751, 277 og 111

Dette gir to sett med sekvensvariable med identiske navn i de to settene. Vi kan tillate
a snakke om de lokale variablene globalt, og for & unnga navnekonflikt, prefikses de med
prosessnavn, F;.

Vi ser nok en gang pa det samme eksemplet. Dette vil gi folgende lokale, oppsplittede
sekvenser for prosess Pi:

o lz=(3)
o lx=¢
o ly=¢
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e 7y = (y) — lokalt kan vi ikke vite hvilken verdi som ble lest, og som nevnt i eksemplet
med h; kan det veaere dumt a bruke y i spesifikasjonen av historiesekvensen. Derfor
vil vi ofte bare si #?%y = 1.

o a=(11,72)
og vi vet fglgende om sekvensene for prosess Ps:

o !z = (y) — vi vet ikke hvilken verdi som ble tilordnet, bare at denne er lik y som ble
lest ved inngang til kritisk region, og ikke er endret enna.

° 7$:<3>
o ly=(y+1)
o Ty ={(y)

o a=(77,1)

Som nar vi hadde hele historien samlet i en sekvens kan vi vite sammenhengen mellom
verdiene som ble lest og tilordnet i await-setningen: !y[1] = Ty[1] og !2[1] = 7y[1] + 1. Det
er bedre & bruke dette i spesifikasjonen sammen med informasjon om lengden av sekvensene
enn a referere til y.

Vi far fglgende globale sekvenser:

o Iz = (3,1)
o 7= (3)
o ly=1(0)
e 7y = (0,0)

o a= (111,172,277 2! eller o = (1!1,277,2!1,172)

Legg merke til at elementet 277 skal matche med et element fra begge ?-sekvenser, siden
inngang til kritisk region kan ses pa som lesing av alle felles variable. For 2!! ma vi ha et
matchende element i hver !-sekvens.

Vi vet ogsa folgende om de lokale sekvensene, sett fra et globalt synspunkt:

o Pilz=(3)
o Pi7x=¢
o Ply=c¢
o P17y =(0)

[ ] Pl.Oé = <'1,?2>
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o Plz=(1)
o Pz = (3)
o Pyly=(0)
o P2y = (0)

[ ] PQ.O[ = <??, ”>

De historiesekvensene som er presentert i dette avsnittet inneholder svaert mye informasjon.
Faktisk er mye av denne informasjonen overfladig. Som vi skal se senere i oppgaven klarer
vi oss med en delmengde av de oppsplittede sekvensene som eneste mytiske variable, uten
at vi mister kompletthet av bevissystemet.

2.5 System 1: Bevissystem uten global invariant

Det forste bevissystemet fra [Owe92] bygger pa en modell for parallelle programmer. 1
denne modellen vil operasjoner pa felles variable ha sideeffekt pa historievariable, h;, som
beskrevet i forrige avsnitt. I tillegg er det i modellen tatt hensyn til ikke-determinismen vi
har ved lesing og inngang til kritisk region. Ved coend flettes de lokale historiesekvensene
sammen til en global sekvens.

Bevissystemet er sunt og komplett relativt til denne modellen. Med den regelen for parallell
sammensetning som vi har i dette bevissystemet trenger vi i beviset av en prosess ikke a
ta hensyn til hva en annen prosess gjor. Dermed tillater systemet hierarkisk oppbygging
av bevis.

2.5.1 Regler

Tilordning til felles variabel:

Ty kg —
T1: {Qe hi"(!]75)}rj =e{Q}
Vi ser at i denne regelen endres 7; som vanlig for tilordningsregler. I tillegg er sideeffekten

at h; utvides med elementet (!j,¢€) tatt med.

Lesing av felles variabel:

L1: {¥r;] 55722,_(?j7rj)}v =e;{Q}

der r; er den felles variabelen som nevnes i uttrykket e;. I denne regelen oppdateres h;,
og i tillegg er ikke-determinismen ved at vi ikke kan vite hvilken verdi som er lest, fanget
inn med en V-kvantor. Dette innebaerer at vi lokalt ikke kan anta noe om verdien av en
variabel vi er i ferd med & lese. Siden dette er en felles variabel kan den vaere endret av en
annen prosess like fgr denne prosessen leser den.
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Kritisk region:

(PYS(QL )
{Vr|e = Pfl‘i,_(??r)}await edo S od{Q}

K1:

Ventebetingelsen e ma vare sann i det vi gar inn i kritisk region, og dermed kan vi anta
denne i beviset. Siden alle variable leses, ma vi ha en V-kvantor for hele vektoren av felles
variable.

Parallell sammensetning:

P1. {Pi}5i{Qi}
{r:rO/\Z»PZQ"}cobegin Sull -1 Sn coend{EIh|/\i@/\j7‘j:finalj(h)}
for alle i =1,...,n. Q; er (Qi::?i;;al](h,')..);L(jcali(h)v og r0 er vektoren av startverdiene til

variablene. Historiesekvensene skal veere tomme ved cobegin. Samme sted kan vi anta
at variablene har initialverdien r0. Vektoren av initialverdier brukes som tidligere nevnt i
funksjonen final; for a finne verdien av en variabel gitt en historiesekvens. Denne funksjo-
nen brukes etter coend for a gi verdien av de felles variablene. Etter coend er alle de lokale
forekomster av felles variable erstattet av final;(h;) siden det ikke gir mening a snakke om
lokale verdier for felles variable pa dette stedet. Videre flettes historiesekvensene sammen
til en global historiesekvens h, og denne globale sekvensen skjules med en 3-kvantor, siden
vi ikke gnsker mytiske variable utenfor cobegin...coend.

Variable som er lokale i en prosess, skulle egentlig ha vaert deklarert eksplisitt. Vi antar
isteden at vi har en implisitt deklarasjonssetning i starten av 5; og en konstruksjon som
terminerer skopet til de lokale variablene pa slutten. Ved & bruke en Hoare-regel for vari-
abeldeklarasjoner, ser vi at lokale variable vil skjules av en V-kvantor i P; og av en 3-kvantor

i Q;.

2.6 System 2: Bevissystem med global invariant

I bevissystemet som ble presentert i forrige avsnitt ble beviset for hver prosess utfgrt kun
med kunnskap om denne prosessen vi for gyeblikket sa pa. Forst pa slutten ble de ulike
sekvensen koblet sammen, og vi s& der pa hele den globale historien.

Isteden kan det veere gnskelig & kunne anta noe om de andre prosessene ogsa under beviset
lokalt for en prosess. Dette kan gjores som i [Owe92], ved a innfere en global invariant, som
bestandig skal veere sann. Denne kan da antas et hvilket som helst sted i prosessene, men
samtidig ma vi forsikre oss om at det ikke utfgres noen programsetninger som gdelegger
invarianten.

Dette bevissystemet er ogsa sunt og komplett relativt til modellen, og det tillater at be-
vis bygges opp hierarkisk. Systemet har den fordelen fremfor System 1 at det blir flere
muligheter for hvordan vi kan utfgre beviset av et program. Vi kan fortsatt la all infor-
masjonen ligge i de lokale betingelsene, men i stedet lgnner det seg ofte & bruke den globale
invarianten for a spesifisere hvordan de ulike prosessene samhandler.
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Vi bruker fglgende notasjon

(I{Prs{Q}
som betyr

Hvis I og P holder for S, og S terminerer, vil I og () holde etter at S har
terminert, safremt alle andre prosesser sgrger for & vedlikeholde 1.

I de lokale betingelsene kan vi bare se pa den lokale historiesekvensen h; for denne prosessen
og lokale utgaver av felles variable.

I den globale invarianten ser vi imidlertid pa alle prosessenes historie h og global verdi for
felles variable. Her kan vi selvsagt ikke referere til lokale variable.

For & kunne se pa bade lokale og globale betingelser definerer vi forst noen utsagn om
sammenhengen mellom lokale og globale sekvenser/verdier.

Den lokale verdien av en variabel er den siste som er tilordnet eller lest av denne prosessen.
Dette vil veere avleiret i h;:

Den globale verdien av en variabel er den siste verdien som en av prosessene har gitt den,
og denne vil finnes i h:

R = A, rj = final;(h)

Det er naturligvis en sammenheng mellom hvordan lokale og globale historiesekvenser kan
se ut pa et gitt sted i programmet.

H;, 2 h;=local;(h)

Disse sammenhengene bruker vi for & fa en global betingelse, gitt en lokal:
G;[P] & RA3Ir,ly|R; NH; AP

og motsatt for a fa en lokal betingelse fra en global:
L;[P] & R;AN3r,h|RANH; AP

I noen tilfeller kan vi postulere at & og h; gir samme verdi for r;. Da kan vi bruke en
sterkere variant av disse operatorene, G7 og L! der j betyr at 3-kvantoren kan slgyfes for
T;.

For hver regel ma vi na, som i forrige avsnitt, vise de lokale betingelsene. Na far vi lov &

anta en lokalisert utgave av den globale invarianten ogsa.

I tillegg ma det vises at den globale invarianten vedlikeholdes. Siden denne bare inneholder
variable som har relevans for de felles variable, er det bare ngdvendig a vise dette for
programsetninger som faktisk manipulerer de felles variable. I et slikt bevis kan vi anta
bade den globale invarianten og en globalisert utgave av den lokale forbetingelsen.
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2.6.1 Regler

Tilordning til felles variabel:

P AL = ngz}(;]‘@ , TANG{Pl = 1)y

(D{P}rj = e{@}

(¢'5,¢)

T2:

Forste premiss i denne regelen tilsvarer aksiomskjemaet i System 1. Beviset for at den
globale invarianten vedlikeholdes svarer til andre premiss.

Lesing av felles variabel:

P A LZ[I] = Z;vzzk(?j,rj) , I A GZ[P] = I;;l_(
(D[ Po = e {Q}

i%5)

L2:

der r; er den felles variabelen som nevnes i uttrykket e;. Her har vi ogsa en premiss for
lokale betingelser og en for globale som i regelen for tilordning til felles variabel.

Kritisk region:

{e A\TAPARARIS{(H = Q A 1y}

K2: »
(I){Vr|Phi’|_(??r)}await edo S od{Q}

Siden inngang til kritisk region tilsvarer at denne prosessen leser alle variablene, vil vi ha
samme verdier lokalt og globalt for alle variablene. Vi kan se pa lokale og globale betingelser
pa samme niva uten a bruke L; og G, og derfor trenger vi bare én premiss i denne regelen.
Fordi vi ser pa kritisk region som en atomisk operasjon er det ikke ngdvendig at invarianten
er sann hele tiden i 5.

Parallell sammensetning:

Po. (U{P}5H{Q:}
{1 N r=r0 \; PLi}cobegin Sy || - - || S, coend{3IA|I A; Gi[Qi]}
for alle e=1,...,n. Vi ser at historiesekvensene skal vaere tomme i alle utsagn for cobegin

og at vi etter coend ser pa globale betingelser. Ogsa i denne regelen vil forekomster av
lokale variable i P; og @); veere implisitt kvantorisert vekk. Utenfor cobegin...coend vil
det dermed bare vare frie forekomster av felles variable, siden de mytiske variablene ogsa
fjernes.

Vi har ogsa disse reglene:

{P}S{Q}
(N{P}5{Q} for {r} N V[$] =0

Dersom S ikke refererer til felles variable vil den ikke gdelegge den globale invarianten.
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(D{PFSUHQY , (D{Q)S2{R}
(D{P}S1; 52{ R}

Dersom invarianten vedlikeholdes over to programsetninger, vil den ogsa vedlikeholdes over
den sekvensielle sammensetningen av dem.

(D{P}S{Q}
(DAL = PYS{L I A Q}

Vi kan alltid anta en lokal utgave av den globale invarianten i den lokale delen av et bevis.

2.7 Andre arbeider

Svert mange bevissystemer er foreslatt for parallelle programmer. Felles for mange av dem
er at de bygger pa Hoare-logikk [Hoa69]. Et slikt bevissystem vil aldri kunne veere komplett,
sa komplett vil i dette avsnittet bety relativt komplett. Forst ser vi pa bevissystemer der
det ikke ngdvendigvis er gitt hvordan fraveer av vranglas skal bevises.

2.7.1 Felles variable

Et av de forste forslagene kom fra Hoare [Hoa72]. 1 dette systemet gis en regel for par-
allell sammensetning, der for- og bakbetingelsen til hele programmet er konjunksjonen av
betingelsene for hver enkelt prosess og en ressursinvariant. Det forutsettes at endring av
felles variable foregar inne i en kritisk region med hensyn pa denne variabelen, og felles
variable kan bare nevnes i ressursinvarianten. Disse reglene er dermed ikke sterke nok i
mange tilfeller.

I [Owi75] finner vi et komplett bevissystem for parallelle programmer med felles variable.
Det er ikke ngdvendig at prosessene er disjunkte, men det kreves et bevis for at hver
setning i en prosess ikke gdelegger beviset for de andre prosessene. Dette kalles bevis av
ikke-interferens. For a gjennomfgre et slikt bevis ma vi ved beviset av en prosess vite
hvordan de andre prosessene implementeres, og dette bevissystemet er altsa ikke egnet til
hierarkisk oppbygging av bevis. Det vises at mytiske variable eller en lignende utvidelse er
ngdvendig for & ha et komplett bevissystem. Derfor gis det en generell regel for handtering
av mytiske variable, men det er ikke spesifisert hva slags mytiske variable som skal brukes.

[Ash75] bygger pa Floyds metode for sekvensielle programmer [Flo67], der programmer
representeres som flytdiagrammer, og det settes en betingelse pa hver pil i diagrammet.
I dette systemet brukes en global betingelse som ma overholdes av hver programsetning,
og det ma vises at denne impliserer hver lokale betingelse i programmet. I motsetning
til Hoare-logikk er ikke Floyds metode egnet til hierarkisk oppbygging av bevis selv for
sekvensielle programmer. Dermed vil heller ikke dette systemet for parallelle programmer
[Ash75] veere egnet til det.

I [LamB80] gis et bevissystem som ligner sveert pa [Owi75]. Regelen for parallell sammenset-
ning settes opp slik at det ma vises at en betingelse holder for hele programmet. 1 dette
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beviset vises ogsa implisitt ikke-interferens via denne betingelsen. Bevissystemet kan brukes
til hierarkisk oppbygging av beviser hvis vi sier at det da er tilstrekkelig a fa spesifikasjo-
nen av hele programmet fra spesifikasjonen av prosessene. Imidlertid blir dette svaert tunge
bevis siden spesifikasjonen er den samme for hele programmet, som for hver enkelt prosess.
Vi far ingen reduksjon i kompleksiteten av betingelsene i delbevisene. 1 dette bevissys-
temet brukes det kontrollpredikater (at, in, after) istedenfor mytiske variable. Dette gjor
at bevissystemet blir noksa komplisert.

I [Jon83] presenteres et bevissystem som i tillegg til for- og bakbetingelser har rely- og
guarantee-betingelser. Disse uttrykker hhv. hva en prosess kan stole pa at omgivelsene
overholder og hva prosessen garanterer at den vil overholde. Systemet er egnet til hierarkisk
oppbygging av bevis. Det brukes ikke mytiske variable i dette systemet, men man kan
spesifisere at en variabel har hatt en bestemt verdi. Det er ikke vist at bevissystemet er
komplett.

[Sti88] bygger pa [Jon83], men istedenfor enkle rely- og guarantee-betingelser brukes meng-
der av betingelser i denne delen av spesifikasjonen. Det brukes mytiske variable som i
[Owi75], og det vises sunnhet og kompletthet av systemet.

I [Ste91] utvides Jones” metode med en wait-betingelse i tillegg til for-, bak-, rely- og
guarantee-betingelsene. Denne wait-betingelsen uttrykker nar prosessen kan blokkeres.
Det er ogsa tatt med vilkarlige mytiske variable i dette bevissystemet. Systemet er sunt og
komplett.

I [Sou84] brukes historievariable for hver prosess, og i disse variablene tas det vare pa in-
formasjon om hvilke operasjoner prosessen har utfert. Dette er mytiske variable, men de er
en del av bevissystemet. Det er ikke ngdvendig med flere mytiske variable i konstruksjonen
av et bevis av et program, sa man slipper a matte implementere mytiske variable som en
del av programmet. Som en del av regelen for parallell sammensetning flettes de lokale
historiene sammen. De ma da oppfylle et kompatibilitetspredikat som kan vaere noe tungt
a vise. Videre er det ikke tillatt a referere til felles variable i betingelsene i et bevis. Dette
kan virke som en ungdvendig begrensning. Systemet er egnet til hierarkisk oppbygging av
bevis siden endring i implementasjonen av en prosess bare vil ha effekt for beviset av denne
prosessen og spesifikasjonen av hele programmet.

Som nevnt tidligere bygger denne oppgaven pa [Owe92], som igjen bygger pa [Sou84]. 1
[Owe92] er ikke kompatibilitetspredikatet eksplisitt brukt. Imidlertid kan det ogsa i dette
systemet bli noksa kompliserte resonnementer om flettinger av historiesekvenser. Det som
er gjort her ligner mer pa [Mel86a] som beskrives i neste avsnitt. I [Owe92] tillates ogsa
referanser til felles variable i betingelsene.

I [D&h87] introduseres globale historiesekvenser og global invariant. Kompatibilitets-
predikatet for historiesekvensene ved coend er med i dette bevissystemet ogsa. Systemet
utvides til ogsa a omfatte progresjon. Dette arbeidet bygger pa [Sou84, Mel86a].

I [GMKS89] inkluderes predikater i historiene. Fortsatt brukes kompatibilitetspredikat, men
det er enklere a fa det til & implisere gnsket bakbetingelse for programmet fordi informasjon
om verdien av predikater er tatt med.

Ikke alle bevissystemer bygger sa direkte pa Hoare-logikk. I [MP84] brukes temporal logikk
for a vise total korrekthet av programmer. Det ses pa sekvenser av tilstander, og betingelser
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kan referere til andre tilstander i programmet. Til dette innfgres det temporale operatorer.
Av de viktigste kan nevnes always som innebarer at det etterfglgende utsagn alltid skal
veere sant og eventually der det etterfglgende utsagn skal veere sant for en tilstand senere
i programmet. I tillegg brukes ogsa et kontrollpredikat at som holder rede pa hvor pro-
gramkontrollen er. Den delen av systemet som brukes for a vise partiell korrekthet ligner
pa [Lam80] der det ma vises at alle deler av programmet vedlikeholder en invariant.

Av andre bevissystemer kan ogsa nevnes [F'S81], der et parallelt program transformeres til
et ikke-deterministisk program som bevises pa lignende vis som i [Dij76]. Imidlertid gis det
ikke generelle regler for en slik transformasjon, sa systemet blir vanskelig & bruke.

2.7.2 Kommunikasjon via kanaler

Parallelt med utviklingen av bevissystemer for programmer med felles variable, har det ogsa
blitt laget systemer for a bevise programmer der prosessene kommuniserer via kanaler. 1
f.eks. CSP (Communicating Sequential Processes) [Hoa78] foregar samhandlinger mellom
prosessene pa denne maten. Utviklingen av disse bevissystemene har blitt pavirket av
eksisterende systemer for felles variable og omvendt, uten at det nevnes eksplisitt for hvert
system.

I [AFdRS80] er det ikke gitt i bevissystemet som egen regel hvordan betingelsene skal vaere i
forbindelse med en kommuniksajonssetning. For at systemet skal veere sunt ma det derfor
bevises at prosessene cooperates, og til dette formal introduseres en global invariant, som
ma vedlikeholdes. FEt bevis av cooperation vil tilsvare Owickis bevis av ikke-interferens.
Dermed stgtter ikke bevissystemet hierarkisk oppbygging av bevis. Som i Owickis system
brukes mytiske variable for a fa kompletthet, og disse ma implementeres av brukeren av
systemet. At bevissystemet er sunt og komplett vises i [Apt83], og der indikeres det hvordan
systemet kan utvides til & handtere total korrekthet.

Et bevissystem for total korrekthet finnes i [LG81]. Som i [AFdR80] kan hva som helst
gjelde etter en kommunikasjon. Derfor ma det gis et satisfaction-bevis som sikrer at disse
bakbetingelsene stemmer med hverandre. Det tillates at mytiske variable er globale, og
dermed er det ngdvendig med et bevis av ikke-interferens. For & minimere den sjekkingen
som ma utfgres her innfgres synchronously altered-variable og universal-betingelser, noe
som gjor bevissystemet ganske komplisert. Det kan virke som det er greiere a bruke en
global invariant. Systemet er ikke egnet til hierarkisk oppbygging av bevis, fordi det ma
gjennomfpres en rekke resonnementer utfra hvordan de andre prosessene er implementert.

I [MC81] spesifiseres hver prosess med betingelser som inneholder historier av sekvenser
som er overfgrt via kommunikasjonskanaler. Denne typen bevissystemer kalles gjerne trace-
basert. Systemet stgtter hierarkisk oppbygging av bevis, og det handterer nestet parallel-
litet. Imidlertid blir systemet komplisert nar sekvensielle konstruksjoner inkluderes.

Kommunikasjonshistorier brukes ogsa i [Hoa81]. Betingelser er invariant for en prosess, og
systemet kan brukes til hierarkisk oppbygging av bevis.

Dessverre er ikke disse to trace-baserte bevissystemene komplette, som vist i [Ngu85,
WGS92]. [Ngu85] tar spesielt for seg Misra og Chandys bevissystem og foreslar en ny
regel som vil gjgre dette systemet komplett. Denne regelen er imidlertid svaert uformell. 1
[WGS92] er utvidelsen mer formell. Her gis et temporal ordning- og et prefiks-aksiom som
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sammen med always-operatoren fra temporal logikk er tilstrekkelig for a fa kompletthet i
folge [WGS92]. I [Sou91] vises det at heller ikke dette er tilstrekkelig. Det argumenteres for
at det er ngdvendig med temporal logikk eller en historie for hver prosess istedenfor kanal.

Soundararajan [Sou86] har laget et bevissystem for CSP som er svaert likt systemet for
felles variable [Sou84].

I [Mel86a] brukes en global historiesekvens for hele systemet av prosesser, men det brukes
ikke global invariant, bare lokale betingelser, som kan referere til den globale historien.
Det gis en funksjon for & fjerne intern kommunikasjon fra den globale historien, og dermed
kan bevissystemet brukes til & bevise programmer med nestet parallellitet. Systemet er
egnet til hierarkisk oppbygging av bevis, og det har den fordelen at det ikke er ngdvendig
med kompatibilitetspredikat ved parallell sammensetning, som i [Sou84, Sou86, D&h87,
GMKR9]. Systemet er utledet fra en modell, og det argumenteres for at det er komplett,
fordi det er bevist at et lignende system er komplett [Mel86b].

2.7.3 Vranglas

A bevise fraveer av vranglas gjores ofte som et ekstra bevis, i tillegg til et bevis for partiell
korrekthet av et program. Imidlertid er det ogsa noen bevissystemer hvor dette glir inn
som en del av resten av beviset. Her skal vi se eksempler pa hvordan begge metoder er

brukt.

Ressurser kan gis en ordning som i [Hoa72]. Dersom alle prosesser forst tar ressurser av
lavest orden nar de skal ta flere ressurser, vil det aldri bli vranglas. Dette er en enkel, men
dessverre ikke generell metode for & unnga vranglas.

I [Owi75] vises det at dersom forbetingelsen til en kritisk region er sann, ma den tilhgrende
ventebetingelsen ogsa vaere sann for at vi ikke skal fa vranglas. Dette kravet er sterkere
enn ngdvendig, men det blir ikke s& mange muligheter som ma sjekkes, som det fort kan
bli i andre metoder.

I [AFdR80] ses det pa tupler av tilstander der prosessene er blokkert. Dersom ikke alle
lokale betingelser, som tilhgrer et slikt tuppel, og den globale invarianten kan vaere sanne
samtidig, kan det ikke veere vranglas. Dette ma vises for hvert tuppel, og dette blir et bevis
av eksponensiell orden.

En lignende metode som [AFdR80] er gitt i [LG81]. Der ses det pa mulige konfigurasjoner,
dvs. tilstander som kan gi opphav til vranglas. For hver slik konfigurasjon, ma det vises
at det enten er umulig & komme dit, eller at det finnes guard som er sann, slik at vi far
progresjon.

I [Hoa81] er en del av spesifikasjonen av en kanal mengden av verdier denne kanalen er klar
til a kommunisere. Dersom denne mengden er tom for alle kanaler har vi vranglas. Som
en del av spesifikasjonen for hele programmet, ma vi altsa vise at ikke alle kanaler kan ha
tom mengde av verdier den er klar til & sende.

I [FS81] gis det egne predicate transformers for en rekke korrekthetsegenskaper, deriblant
fraveer av vranglas. Imidlertid tar disse utgangspunkt i et ikke-deterministisk program, og
det er vanskelig & se hvordan de skal brukes.
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I bevissystemer som bygger pa historiesekvenser, kan det legges begrensninger pa hvilke
historiesekvenser som gir lovlige eksekveringer av et program, som i [Sou86]. Her ma histo-
riesekvensene fra prosessenes bakbetingelser (for coend) oppfylle et konsistenspredikat.
Som en del av dette predikatet sikres det at historiesekvensene ikke vil kunne gi ek-
sekveringer som gir opphav til vranglas.

Historiesekvenser benyttes i [Dah87] ogsa. Der er det en global historiesekvens, og fravaer
av vranglas sikres ved a utfgre et bevis for at det alltid ma finnes et element som den
globale historiesekvensen kan forlenges med. En slik betingelse ma impliseres av den globale
invarianten.

En annen mate a gjore det pa er som i [Ste91] med en egen wait-betingelse, som uttrykker
nar prosessen kan blokkeres. I dette bevissystemet vil vranglasfrihet ofte bevises samtidig
som resten av beviset.
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Kapittel 3

System 3: Redusert mengde av
mytiske variable

Owe [Owe92] foreslar a ta utgangspunkt i System 2, splitte opp historiesekvensene og
fjerne informasjonen om rekkefglgen av operasjoner, a-sekvensene. Dermed star vi igjen
med en !-sekvens (verdiene som er tilordnet) og en ?-sekvens (verdiene som er lest) for
hver variabel. 1 folge [Owe92] bgr dette veere en tilstrekkelig mengde med mytiske variable
for at et bevissystem skal vaere komplett, fordi flettinger kan uttrykkes i invarianten som
informasjon om !- og ?-sekvensenes relative lengder.

I bevissystemet som kalles System 3, gar jeg et skritt lenger enn foreslatt. Jeg tar ogsa vekk
?-sekvenser og dermed muligheten for & huske hvilke verdier som er lest. Informasjonen som
la i a-sekvensen og ?-sekvensene kan uttrykkes ved a si eksplisitt i den globale invarianten
hvordan de lokale !-sekvensene kan flettes og hvor lange sekvensene kan vaere relativt til
hverandre.

3.1 Notasjon

Som definert i avsnitt 2.4.4 er sekvenser/variable i en global betingelse lokale hvis de har
prosessidentifikasjon foran, ellers er de globale. I lokale betingelser spesifiserer vi bare lokal
informasjon, sa derfor brukes ikke prosessidentifikasjon foran sekvenser/variable. Siden vi
ofte vil ha behov for a referere til alle felles variable eller alle !-sekvenser benyttes folgende
forkortelser:

e 7 betyr rq,...,r,, vektoren av alle de felles variablene

o .1 betyr i.ry, ..., 0.1, vektoren av alle lokale felles variable i en global betingelse
o !r betyr Irq,...,ry,, alle tilordningssekvenser

o ilr betyr ilry, ..., ilr,, alle lokale tilordningssekvenser i en global betingelse

o Irtr er forkortelse for 'ribry, ... 1 b
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o ilrkr er forkortelse for ilribrq, ..., tlr, b1,
o ¢ brukes som forkortelse for ¢, ..., ¢, der det ikke skaper forvirring
3.2 Modell

Vi tar utgangspunkt i modellen for System 2, som beskrives i [Owe92], s. 329, og modifiserer
denne slik at vi far en skisse av en modell for System 3. Sammenhengen mellom globale og
lokale tilstander er i System 2 gitt ved h; = local;(h). I System 3 tilsvarer dette at globale
I-sekvenser ma veere en fletting av de lokale sekvensene for samme variabel, som uttrykt
formelt i forste del av M, definert nedenfor.

Videre har vii System 2 at den globale verdien av en variabel kan finnes ved r; = final;(h).
Slik final; er definert vil dette tilsvare at verdien av r; i System 3 er siste element i !7;, og
dette gir andre del av M. Tilsammen far vi at fglgende alltid vil gjelde sett fra et globalt
synspunkt:

M 2 A;(lr; ismerge 1y, ... by Arj = rt(r;04!r;))

I modellen for System 2 redeklareres hver felles variabel r; slik at alle prosessene har en
lokal kopi som de opererer pa. Denne redeklarasjonen fjernes i modellen for System 3. Der
har prosessene isteden en egen utgave av hver felles variabel, 7.r;. I tillegg vil de ha tilgang
til 7;, men dette gjelder ikke i lokale tilstander, som forklart nedenfor. I i.r; huskes siste
verdi prosessen har tilordnet eller lest. Ved tilordning ma den globale variabelen r; ogsa
endres.

De mytiske variablene deklareres pa lignende vis som i modellen for System 2. Dermed vil vi
fa samme effekt for parallell sammensetning, med unntak av at de mytiske variablene bare
har informasjon om tilordning til felles variable, mens de i System 2 ogsa har informasjon
om lesing og a-informasjon.

Modelleringen av setningene, som refererer til felles variable, tilsvarer det som skjer med den
globale tilstanden. En lokal tilstand vil bare gi verdier til lokale variable. Derfor vil effekten
pa lokale betingelser ut fra modellen bare vaere pa lokale variable og variable prefikset med
i. Variablene r; og !r;, som er globale, kan altsa ikke brukes i lokale betingelser. Der kan
det bare refereres til i.r; og i!r;, og derfor kan vi endre notasjonen slik at ¢-prefikset er
fjernet lokalt.

For a fa en lokal betingelse fra en global, ma vi skjule alle variable som ikke gir mening i en
lokal tilstand, og vi tar vekk i-prefikset for de felles variablene og !-sekvensene. Til dette
bruker vi denne operatoren:

irir
Ir, r

L;[P] & 3y, ULyt —Uryd— Lorgi + Uryi 4+ Lory oo nlr, ner| P)

For a fa globale betingelser fra lokale trenger vi bare a prefikse variable med prosessidenti-
fikasjon:

gZ [P] é P!T’,T’

irir
Rett etter lesing og skriving av variabel r; er lokal og global verdi lik. Dette kan vi ta
med i £] ved ikke & sette prosessidentifikasjon foran r; og i G/ ved ikke a kvantorisere vekk
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samme variabel. Inne i kritisk region er alle lokale og globale variable like, sa vi trenger
ikke & skjule 7. Disse utgavene kaller vi £¥ og G.

I motsetning til i [Owe92] vil G; navne om variable og ikke benytte kvantorer for a skjule
dem. Dermed kan lokale betingelser uttrykkes globalt uten at vi mister informasjon.

Modellering av tilordning til felles variabel, r; := e, gjgres som fglger:
rii=e; nry =1y ey =te bl =l b

Béade lokale og globale variable endres, og disse fire setningene ses pa som én atomisk
operasjon.

Ved lesing av felles variable, v := e;, skjer det ingen endring av historievariable, men det
er fortsatt ikke-deterministisk hva verdien av r; er :

i.r; ;= (some r; | LT AM)); o= €;

I tilordningen til 7.7; vil some-konstruksjonen plukke ut en global verdi av r; som oppfyller
den globale invarianten, I og systeminvarianten, M. Av denne grunn har vi brukt £/ som
ikke skjuler r; med en kvantor.

Kritisk region, await e do 5 od, modelleres som:
i.ri=(some r | e AL AM]); Sy tri=lrbry dlr = ilrbr

Ved inngang til kritisk region har vi en some-konstruksjon som gir verdier til variablene
slik at I A M er oppfylt. Ingen historievariable endres ved inngang til kritisk region, men
ved utgang vil alle !-sekvensene bli oppdatert.

3.3 Regler

Ut fra modellen i forrige avsnitt kan vi lage fglgende regler:

Tilordning;:

IAMAGIP) = (TAGIQDEE 2 e,
(I){P}T] = e{Q}

T3:

Merk at vi bare har en premiss i denne regelen. Det er fordi all verifikasjon kan forega pa
det globale nivaet siden vi ikke bruker kvantor for a skjule mytiske variable i G;-operatoren,
bare navner dem om.

Lesing:
L3: (D{Vr| LIIAM] = Pl Yo = e;{P}

r; er variabelen som det refereres til i e;. Det er kun ngdvendig a vise den lokale delen
her, siden I ikke kan referere til lokale variable, og lesing ikke avleires i mytiske variable.
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Invarianten kan derfor ikke gdelegges av lesing, som den kan i System 2. Som vanlig brukes
en V-kvantor i forbetingelsen for a gjenspeile ikke-determinismen vi har ved lesing.

Kritisk region:

. {e A LAMAGHPRS{U A GEQD i v}

(1) {Vr|P}await e do S od{Q}

Det er kun utgang fra kritisk region som avleires i mytiske variable, og dette gjenspeiles i
regelen. Egentlig burde vi ha en global utgave av ventebetingelsen, G*[e], i premissen, men
siden G[e] = e forkorter vi dette til e. Forgvrig kan det vaere av interesse a merke seg at
denne regelen ble svaert lik den i System 2, med unntak av at her er det ingen endring av
mytiske variable ved inngang til kritisk region.

Parallell sammensetning:

(DfP}5{Q:}
{I Ar=r0\,P;"}cobegin S || - || S, coend{I!r, 1!r, .., nlr|I A MA;G[Q:]}

. T e 1lr, . nlr
for alle e=1,...,n. I er 167’67 vt

Siden vi har tatt utgangspunkt i samme modell som i System 2 og bare fjernet en del
mytisk informasjon, er det rimelig at denne regelen ligner svaert pa den i System 2. Som
i System 1 og System 2 har vi implisitt deklarasjon av variable i 5; slik at P; og ); ikke
inneholder frie forekomster av lokale variable.

3.4 Eksempler

Begge eksemplene i dette avsnittet illustrerer hvordan den globale invarianten kan inneholde
informasjon om hvordan de lokale !-sekvensene kan flettes sammen til en global. I [Owe92]
finnes flere eksempler der det bare brukes !-sekvenser i tillegg til de felles variablene i
spesifikasjonen.

I et av eksemplene der brukes imidlertid 7-sekvenser for a spesifisere en sekvens av verdier
som er overfgrt fra en prosess til en annen. Produsent-konsument-eksemplet her kan ses pa
som en forenklet utgave av dette eksemplet, der det vesentlige, nemlig overfgringen av en
sekvens av verdier som skal brukes av mottakerprosessen, er tatt med. Hvis vi sammenligner
disse to eksemplene, ser vi at spesifikasjonen blir enklere om vi tillater ?-sekvenser ogsa,
men det er interessant a se at et sa vanskelig eksempel kan vises med sa fa mytiske variable.

3.4.1 Et enkelt eksempel med kritisk region

I dette eksemplet ma await-setningen i P1 utfgres for den i P2. Resultatet av programmet
vil veere at « blir 1 og y blir 3.
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{z =0}

cobegin

Pla{la=cnly=¢}
await true do

ri=x+1
y =2
od
{#la =1A#ly=1}

I
P2 {la=cnly=¢}
awalt z = 1 do

x:=1
y:i=3
od
{#la =1A#ly=1}
coend
{t=1Ny=3}

Informasjon om hvilken rekkefglge tilordningene (await-setningene) kan utferes i ligger i
den globale invarianten I:

'z head (1,1) A P1!z head (1) A P2!z head (1)A
'y head (2,3) A P1ly head (2) A P2ly head (3) A #!a = #ly

Denne invarianten inneholder fullstendig informasjon om hvordan historiesekvensene kan
veere til enhver tid. #!x = #!y uttrykker at tilordning foregar til begge variable samtidig.
Dette er tatt med fordi await-setningen modelleres slik at det foretas en tilordning til
alle felles variable ved utgang av kritisk region, og all tilordning til felles variable i dette
programmet foregar inne i kritisk region.

Ved coend vil alle de lokale sekvensene ha lengde 1, og de globale sekvensene vil dermed
ha lengde 2. Vi far 2 = rt(lz) = 1 og y = rt(ly) = 3.

For a bevise at await-setningen i P1 vedlikeholder I bruker vi regelen K2 og falgende
resonnement:

Anta I A Pllz = ¢ A Plly = ¢. Siden Plly = ¢ ma vi ogsa ha 'y = ¢. Fordi !z og ly er like
lange er ogsa !z = €. Da vet vi at 2 = 0. Dette gir Pllat (2 + 1) = (1) A PllyF2 = (2).
Det samme vil gjelde for de globale sekvensene. Dermed har vi:

e, ly, Pll, Pl
* 1y — 1, — T, Y, ) Y, Plax,Ply\¥%:x
IANMANGp[le = enly = el e = (Inly yhy Prigte Pighy,e, Ty )21

At invarianten vedlikeholdes over kritisk region i P2 viser vi slik:

Antaxz = IATAP2lz =cAP2ly =c. Fraz =1 og #la = #ly vet vi at lz = (1)Aly = (2).
Dermed har vi P2laF1 = (1) A P2!lyF3 = (3) og lzt1 = (1, 1)AlyF3 = (2,3). Tilsammen
gir dette:

e, ly, P2le, P2!
* Ty — 1, — r, Y, ) Y, P2.x,P2y\Y:x
IANMAGpylle = eNly = el Ae = (Ll iy Potete Patghy e,y )31

A bevise de lokale betingelsene gjores som for sekvensielle programmer, og her er dette
enkelt.
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Kapittel 3. System 3: Redusert mengde av mytiske variable

3.4.2 Produsent- og konsument-prosess

I dette eksemplet produserer prosessen P1 data og sender de til konsument-prosessen P2.
Vi gnsker & vise at alle data leses av konsument-prosessen. Data sendes i variabelen data,
og den boolske variabelen ack brukes til synkronisering, slik at dataene blir lest ngyaktig
én gang.

I dette beviset vil vi bruke fglgende predikater:

HE(q,e)
E(q,€)

£ g=cVri(q)=e

£ g#ehrt(q)=e

HE(q,e) betyr at hvis det finnes minst et element i ¢, skal det siste elementet i sekvensen
vere e. F(q,e) garanterer at det finnes minst et element i ¢, og det siste elementet i
sekvensen skal vaere e. Dersom e er en boolsk variabel har vi fglgende sammenheng mellom
disse to predikatene:

E((], 6) = _'HE(% _'6)

Det dekorerte programmet blir som fglger:

{true}
ack := false
cobegin
Pl {ldata =lack = ¢}
while true do {#!data = #'!ack N HE(lack, true)}
(produserer element i datal);
await not ack do od;
{#!data = #lack N E(lack, false)}
data 1= datal;
{#!data = #lack + 1 N E(lack, false)}
ack := true
od
|
P2 {ldata =lack = ¢}
while true do {#!data -2 = #lack N HE(lack, false)}
await ack do od;
{#!data -2 = #lack + 1 A E(lack, true)}
data? := data;
{data2 = rt(\data) A #'data - 2 = #lack + 1 A E(lack, true)}
ack := false;
{data2 = rt(!data) N #!data - 2 = #lack N E(lack, false)}
(bruker elementet i data?);
od
coend

{false}

Vi definerer noen utsagn:

A £ ALT(lack) N ALT1(Pllack) N ALT2(P2lack)
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3.4. Eksempler

der ALT(q) betyr at element nr. 1,4,5,8,9,12,13...1 sekvensen ¢ er false og element nr.
2,3,6,7,10,11,... er true. ALT1(q) betyr at odde elementer av ¢ skal vare false og like
elementer true. ALT2(q) betyr at odde elementer av ¢ skal veere true og like elementer
false.

L 2 #Plldata > #P1lack > #P2\data -2 > #P2ack > #Plldata — 2

sier hvilken rekkefglge de ulike operasjonene utfgres i. Merk at vi ma multiplisere lengden
av sekvensen P2!data med 2, fordi denne sekvensen bare er halvparten sa lang som de andre
sekvensene. Dette er fordi sekvensen P2!data kun oppdateres én gang pr. runde i while-
lgkken i P2, mens de andre sekvensene oppdateres 2 ganger pr. runde. Alle !-sekvensene
for en prosess oppdateres i en await-setning.

Den globale invarianten, [, er:

P2ldata = Plldata/like[l:# P2\data] N HE(P1\data, data) N A N LA
(E(P2lack,true) = #Plldata = #Pllack N E(P1llack,true))A
(E(Pllack,false) = HE(P2lack,false))

der q/like er sekvensen vi far ved a plukke ut elementene fra ¢ hvor indeksen er et partall.

Den fogrste delen av I uttrykker at hvert element som skrives av P1 blir overfgrt til P2.
Fordi tilordning avleires ved kritisk region vil P1 skrive hvert element to ganger. Resten av
invarianten er ngdvendig for & fa med rekkefglgen prosessene utfgrer de ulike operasjonene
i.

At den globale invarianten og lgkkeinvariantene holder initielt er opplagt.

Vi ma vise at den globale invarianten vedlikeholdes. Fgrst viser vi at await-setningen i P1
gjor dette:

o I'ra L har vi #P1ldata > #P2\data - 2. Sammen med P2!data = Plldata/like[l:
# P2ldata] gir dette:

P2ldata = Plldatat data/like[1:# P2ldata]
e I'ra den lokale betingelsen far vi HE( P1lack,true) og ventebetingelsen er mack. Sam-
men med ALT1(P1lack) gir dette:
ALT1(Pllacktack)
o I'ra A, L, HE(P1lack,true) og —ack kan vi slutte at de to lokale sekvensene er like
lange og at lack er tom eller slutter pa (false,true,true, false). Dermed har vi
ALT(lackt ack)
e Fra argumentet i forrige punkt vet vi at #Pllack = #P2lack, og fra den lokale
forbetingelsen har vi # Pl!ldata = # P1lack. Tilsammen gir dette
#P2lack > (#P1ldata+ 1) — 2
o Vi har HE(P1lack,true) og —ack. Dermed ma det vaere P2 som har satt ack til

false eller begge de lokale sekvensene er tomme. Dermed har vi HE(P2lack, false),
som igjen gir
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(E(P2lack), true) = E(Pllacktack,true))A
(E(Pllacktack,false) = HE(P2lack,false))

Tilsammen skulle disse punktene gi:

I ANMAGH [#data = #lack N HE(lack, true)] A e =
I!data, Plldata, lack, Pllack
ldatatdata,Plldatatdata,lacktack, P1lacktack

slik at invarianten vedlikeholdes av await-setningen.

Neste del av beviset gar ut pa a vise at data := datal i P1 vedlikeholder invarianten:

Ved a bruke samme resonnement som for await-setningen far vi:

P2ldata = Plldatatdatal/like[1:# P2!data]

Anta A, L, E(Pllack,false) = HE(P2lack, false) og E(P1llack,false). Dette gir
HE(P2lack, false)

I forrige punkt viste vi HE(P2lack,false), og vi kan anta F(Pllack,false). Da vet
vi at sekvensen lack kun bestar av elementet false eller den slutter pa (false, false).
Fra A kan vi da slutte at # Pllack = # P2lack + 1. Fra den lokale betingelsen har vi
at # Plldata = # Pllack, og vi vet dermed at:

#P2lack > (#P1ldata+ 1) — 2

Tidligere har vi vist HE(P2lack, false), og dermed har vi
E(P2lack,true) = # Plldata + 1 = #Pllack

Na burde det veere trivielt a vise:

d
IAMAGE[#\data = #lack A E(lack, false)] A e = T§e/2 00 0 BHE S gt
og vi er ferdig med den globale delen av beviset for denne tilordningssetningen.

At I vedlikeholdes over setningen ack := true viser vi slik:

o ALT1(P1lack) og E(Pllack,false) gir
ALT1(PllackFtrue)
o Anta A, L, E(Pllack,false) = HE(P2lack,false) og E(P1llack,false). Da har vi

HE(P2lack, false), og lack bestar av bare elementet false, eller de to siste elementene
ilack er false. Vi far dermed

ALT(lackFtrue).

e Fra den lokale forbetingelsen har vi #P1ldata = #P1lack + 1 og dermed
#Plldata > #P1llack + 1
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Ved hjelp av disse punktene far vi
I AMAGEF#data = #lack + 1 A E(lack, false)] A e = Jock, ack, Dliack

rue,lgckttrue, Pllack-true

og vi har dermed vist at invarianten vedlikeholdes.

Vi viser at await-setningen i P2 vedlikeholder invarianten slik:

o Anta A, L, HE(P2lack,false) og ack. Da ma det vaere P1 som har tilordnet sist
til ack, og denne prosessen har tilordnet true. Sekvensen lack ma derfor slutte pa
(false,true), og # Pllack = #P2lack + 2. Sammen med # P2!data - 2 = #P2lack
fra den lokale betingelsen gir dette (#P2!data + 1) -2 = #Pllack. Sammen med
L gir dette (#P2!data + 1) - 2 = #Plldata. Videre kan vi anta HE(P1!data, data)
og P2ldata = Plldata/like[l:# P2!data], som sammen med informasjonen om sek-
vensenes lengder relativt til hverandre gir

P2ldatat data = Plldata/like[1:# P2!data 4 1]

e Ved a se pa de lokale sekvensenes lengder relativt til hverandre, slik vi gjorde i forrige
punkt, innser vi fort at #Plldata = #Pllack. 1 forrige punkt viste vi ogsa at P1
sist tilordnet true til ack, og dermed har vi E(Pllack,true). Tilsammen far vi

# Plldata = # Pllack N E(P1lack, true)A
(E(Pllack,false) = HE(P2lackt ack,false))

o Lor a bevise ALT(lackFack), ALT2(P2lacktack), og # Pllack > (#P2'data+1) -2
bruker vi et symmetrisk argument som for a bevise det tilsvarende for await setningen
i prosess P1.

Disse punktene gir

I ANMAGhy[#!data - 2 = #lack N HE(lack, false)] A e =
I!data, P2ldata, lack, P2lack
ldatatdata,P2'\datatdata,lacktack, P2lackt-ack

og vi har vist at denne tilordningssetningen ikke gdelegger 1.

For a bevise at [ vedlikeholdes over ack := false i prosess P2 bruker vi et tilsvarende
argument som for setningen ack := true i P1.

Dermed er vi ferdig med beviset for at den globale invarianten vedlikeholdes over hver
setning som refererer til felles variable.

A bevise at at de lokale betingelsene er sanne er na rett frem, kanskje med unntak av
betingelsen data2 = rt(!data)i P2. Vi ma vise at dette er sant etter tilordningssetningen
data? = data.

For & gjore det tydelig hvilke sekvenser det refereres til i denne delen av beviset, setter vi
prosessidentifikasjon foran de lokale sekvensene. Dette tilsvarer a se pa sekvensene globalt,
men det samme kan gjenskapes fra et lokalt synspunkt.

Fra A, L, E(P2lack,true) = #Plldata = # Pllack A E(Pllack,true) og E( P2lack,true)
far vi at sekvensen lack ma slutte med (true,true), og dermed #Pllack = #P2lack + 1.
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Vi far ogsa # Plldata = # Pllack og fra den lokale forbetingelsen har vi # P2!data -2 =
#P2lack + 1. Tilsammen far vi #Plldata = #P2'data - 2. Sammen med P2ldata =
Plldata/like[1:# P2'data) og rt(Plldata) = data fra den globale invarianten gir dette

data = rt(P2\data)

Merk at dette er bevist uten a anta noe om verdien av data i den lokale forbetingelsen, som
en anvendelse av regelen for lesing av felles variable krever.

Vi har bevist at hvert element blir overfort fra P1 til P2 via variabelen data. Forste
konjunkt i I sammen med den lokale betingelsen foran klammene i P2 uttrykker dette. 1
et fullstendig program ma det i tillegg vises at elementet blir brukt i P2. Dette beviset vil
veaere en del av det lokale beviset inne i klammene der elementet brukes.

3.5 Sunnhet

Delene av modellen som ble gitt som motivasjon for reglene, burde overbevise om at sys-
temet er sunt. Reglene i systemet er dessuten sa like de i System 2 at dette systemet lett
kan brukes for & vise sunnhet. Fremgangsmaten for et slikt bevis vil veere den samme som
for kompletthetsheviset som fglger.

3.6 Relativ kompletthet

En vanlig metode for & bevise relativ kompletthet av et bevissystem er a ta utgangspunkt i
en modell som i [Coo78]. En annen metode er a ta utgangspunkt i et annet bevissystem og
deretter avlede reglene innenfor det systemet det skal vises kompletthet av. For eksempel
bevises kompletthet av et bevissystem med Hoares ADAP-regel pa denne maten i [O1d83].

Beviset i dette avsnittet er inspirert av en bevismetode fra kompleksitetsteori [GJ79]. Det
tilsvarer en del av et bevis for at et desisjonsproblem er NP-komplett. I et slikt bevis
ma det vises at det finnes en transformasjon fra desisjonsproblemet vi tar utgangspunkt
i til desisjonsproblemet vi ser pa. Denne transformasjonen ma gjgre hver ja-instans av
problemet som var utgangspunkt, til en ja-instans av problemet vi ser pa. Jeg har i ettertid
sett kompletthetsbevis gjort pa noe av den samme maten som i denne oppgaven.

Metoden med & avlede regler som nevnt over kan ses pa som et spesialtilfelle av meto-
den med & konstruere bevisinstanser. 1 spesialtilfellet vil transformasjonen gi identiske
betingelser i de to bevisene, og dermed kan man avlede direkte fra reglene uten a forklare
i detalj hvordan bevisene ma se ut i de to systemene. Dermed vil bevisene bli enklere i
spesialtilfellet, men denne metoden er sannsynligvis ikke kraftig nok i alle tilfeller, som
f.eks. i dette avsnittet.

Teorem 1 Bevissystemet med redusert mengde av mytiske variable (System 3) er relativt
komplett.

Bevis.
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Innledning

Vi tar utgangspunkt i System 1, som er relativt komplett, og beviser at vi for ethvert bevis i
dette systemet kan konstruere et bevis i System 3. Grunnen til at System 1, og ikke System
2, er valgt som utgangspunkt er at det er enklere a uttrykke betingelsene fra System 1. 1
System 2 har vi en global invariant hvor det kan ligge mye informasjon, og denne kan det
vaere vanskelig a oversette til betingelser i System 3.

Vi lager en transformasjon fra et gitt bevis i System 1 til et konkret bevis i System 3.
Siden vi ikke har de samme mytiske variable i de to systemene ma betingelser med slike
variable oversettes slik at de gir mening ogsa i System 3. Dette gjelder betingelser inne
i cobegin...coend-delen av programmet, og oversettelsesoperatoren er ’. I tillegg finnes
det en global invariant I’, som skal veere sann bestandig inne i hver enkelt prosess. Denne
konstrueres ogsa ut fra hvordan betingelsene i beviset i System 1 er. Skjematisk kan en
transformasjon av et program dekorert med betingelser fremstilles slik:

System 1 System 3

(P} (P}

cobegin cobegin r

I I
Pz /_\ Pz

(Q) wy

(@) y o
| |
coend coend r

{R} {R}

De lokale betingelsene vil selvfglgelig inneholde mindre informasjon i beviset i System 3 enn
i System 1. Imidlertid vil vi fa den samme informasjonen for hele programmet, fordi vi har
muligheten til & spesifisere mye i den globale invarianten. Legg merke til at P, betingelsen
foran cobegin, og R, betingelsen etter coend gir samme informasjon i begge bevisene.
Det skal dermed veere mulig & bevise den samme spesifikasjonen av et program i System 3
som det ble gjort i System 1.

Vi starter med a gi definisjonen av operatoren som oversetter lokale betingelser:
Q" £ An|QN;!r; = hi/ly

Q' er et uttrykk med det reduserte settet av mytiske variable, siden h; skjules, og vi isteden
far -sekvenser. Disse representerer en del av den informasjonen vi hadde i h;. Vi kan ikke
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uttrykke alt om rekkefglge og hva som er lest i de lokale bevisene. Merk at A;lr; = h;/!j
delen av uttrykket bare inneholder sekvens-variable (h; og !-sekvenser).

Oversettelse av de lokale betingelsene gjgres ikke utenfor cobegin...coend. Dersom vi
likevel bruker oversettelsesoperatoren pa en slik betingelse, vil det ikke ha noen effekt, fordi
mytiske variable ikke omtales. For betingelsene i figuren over har vi dermed at P/ = P og

R' = R.

Informasjon om hvilke flettinger som var riktige i det opprinnelige beviset legger vi i den
globale invarianten:

rs Elh|/\i(Qi:::fji;;al](hi)..)?oicali(h)/\j(!rj head h/!j\;i!r; head local;(h)/'j)
AFE[0 <k < F#RN;(Nidtilr; = Flocal;(h[1:Kk])/15)

der ¢); er bakbetingelsen til prosess ¢, j er indeks for variablene og k angir hvor stor
del av h de nye mytiske variablene tilsvarer pa et gitt sted i programmet. Den globale
invarianten uttrykker at de globale sekvensene ma kunne forlenges slik at de tilsvarer en
h fra bakbetingelsen i beviset i System 1. Dette valget av global invariant gjgr at det
blir lett & avlede regelen for parallell sammensetning. Informasjon om hvilken rekkefglge
de ulike prosessene kan ha skrevet til en bestemt variabel vil ligge her. 1 den siste delen
angis det hvor lange sekvensene kan vaere i forhold til hverandre. Dette gir informasjon om
rekkefglgen det er tilordnet til de ulike variablene, evt. om det er tilordnet til alle variablene
samtidig (!-element i ).

System 1 er relativt komplett. I lemma 3, 4, 5 og 6 viser vi at ethvert skritt der en av de fire
reglene for parallelle programmer i beviset i System 1 resulterer i en dekorert programbit
{P}5{Q}, kan vi, som en del av beviset vi konstruerer i System 3, vise tilsvarende skritt
(IN{P'}5{Q’}. Anvendelse av andre regler i beviset vil ikke pavirke de mytiske variablene,
sa i disse tilfellene vil opplagt de lokale betingelser i de to systemene (P og P’) gjennomga
samme forandringer. Dermed er ogsa System 3 relativt komplett.

Delbevis

Forst beviser vi et lemma om hvordan historiesekvensene er i det beviset vi tar utgangs-
punkt i (og dermed i det beviset vi konstruerer ogsa). En sekvens som oppfyller en vilkarlig
betingelse i en prosess, vil kunne forlenges slik at den er ekvivalent med en sekvens som
oppfyller prosessens bakbetingelse. Merk at det ikke ngdvendigvis ma refereres eksplisitt
til h; i betingelsene. F.eks. vil alle historiesekvenser oppfylle betingelsen true.

Siden jeg tar utgangspunkt i et gitt bevis i System 1 og velger betingelser i beviset i
System 3 utfra denne informasjonen, kan jeg bruke det jeg klarer a bevise om hvordan
de mytiske variablene ma vare i det konkrete beviset jeg tok utgangspunkt i, i resten av
kompletthetsbheviset.

I folgende lemma star begrepet “resten av programmet” for den delen av programmet som
gjenstar a eksekvere. Begrepet vil ikke formaliseres her, men dette kan lett gjores, f.eks.
ved a se pa sekvenser av programtilstander.
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Lemma 2 La () vere bakbetingelsen til en prosess og P en betingelse et tilfeldig sted i det
lokale beviset for den samme prosessen. Da er

Vhip € {hil P A ts}3hiq € {hilQ 71 1y Hhip head hig

der S betegner “resten av programmet”, og tg er termineringsvakt for S.

Bevis. Vi antar h;, head h;,
utsagnet {P}5S{Q}.

Induksjonsbasis:

og viser lemmaet ved induksjon pa lengden av beviset av

o Siden en sekvens er head-sekvens av seg selv har vi h;, head h;,. Vi har ogsa
{hi|Q} = {h|Q7 fmal ha).. } siden vi alltid har r; = final;(h;). Substitusjonen er
tatt med for & unnga konflikt med andre referanser til felles variable tidligere i spe-
sifikasjonen av prosessen.

Induksjonsskritt:

o En regel som ikke refererer til felles variable vil ikke endre h;. Merk at () ikke refererer
til lokale variable fordi vi har en implisitt deklarasjon av disse variablene. Den siste
setningen i prosessen blir dermed en skopterminator som gjgr at de lokale variablene
skjules med en kvantor.

o Tilordning: {P'}r; := e{P}. Fra regelen far vi at P’ er det samme som Pef’Z ()"
Spesifikasjonen av h; i P kan ikke avhenge av r; siden denne nettopp har blitt tilordnet
en verdi, og h; inneholder informasjon om det som har skjedd tidligere. Dermed vil
ikke substitusjonen av e for r; ha noe a si, og vi har h; , =(!j,¢e) = h;,,. Sammen med

hi, head hiQ fra induksjonshypotesen gir dette h;,, head hiQ
e For lesing og kritisk region far vi et tilsvarende argument som ved tilordning.

o Konsekvensregel: Anta P’ = P (premiss i regelanvendelsen). Dette gir {h;,|P'} C
{hip| P}, og sammen med induksjonshypotesen gir dette at det finnes en h;, slik at
hi,, head hiQ.
Dermed skulle induksjonsskrittet i beviset vaere gjennomfgrt for reglene for alle program-
konstruksjoner, unntatt dersom prosessen ikke terminerer, f.eks. fordi den aborterer eller
gar i evig lgkke. Siden vi har et bevis for {P}S{Q} kan dette forsterkes med en ter-
mineringsvakt, {P A ts}S{Q}. Betingelsen P A tg i en gren av programmet som leder til
ikke-terminering vil vaere ekvivalent med betingelsen false, og dermed er lemmaet trivielt
sant. d

Lemma 3 La
LERLS -
{Qc ik (1031 = e{@}
veere en anvendelse av aksiomskjemaet T1 pa en setning med tilordning til en felles variabel
i beviset © System 1. Da gjelder tilsvarende Hoare-setning i System 3:

T1" (I(Q i j.0)) Vi = Q)
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Bevis. Ved a anvende T3, far vi T1’ dersom folgende premiss kan vises:

F I AMAGHQE Y y.0)) = (I AGIRDE

1

Iribe,ilr ke
75,0, ilr
ittt g I

Dette gjores i to deler. Fgrst vises den lokale betingelsen, (G;[Q'])e’ . trjbe,itr ber

det ungdvendig a anta I’ og M, sa vi viser:
74,k iy, try, ol
Gil(Qe! i) ] F(GHQ D e e e
Ved a ekspandere G; og de lokale ~uttrykkene far vi:
shi gy try,
1@ M Voo At = s/ - @ At = hef i i,

Herer j i A;-delen av uttrykket byttet ut med j' for a unnga sammenblanding med indeksen
til den felles variabel det tilordnes til.

Her er

Siden vi ikke har noen frie forekomster av h; kan kvantoren pa venstre side fjernes, og
substitusjonene pa hoyre side utfgres:

( 2{’2;(!],76));176/\]44!@ = hi/l5' F 3R|(QF ) N jrgyitryr = hif 5 Nilrje = il
Vi velger h; (1, e) for h; pa hoyre side:
Q=) Fie))ir Ngritr = hifl’
F QL) iy Nty = hik (4G, e) /' At ke = hik-(4, €)Y

som er sant, fordi e ikke inneholder referanser til h; eller r, slik at substitusjonene i )
gir samme resultat pa begge sider, og fordi uttrykket A ilr; = h;/!j" er det samme som

Njiggitrje = hit (G e) /1" Nilrjbe = ki (15, e) /15

Dermed er vi ferdig med a vise den lokale betingelsen.

I neste del av beviset ma vi vise at den globale invarianten vedlikeholdes:

}—I’/\M /\gz[(QQ’Z o ))/] = Ilgjvéf’pf’]y 27’] (31)

Iribe,ilr ke

. . . R RNy il . . ..
Hvis vi velger samme h i I’/ 712 somiI’, fplger det meste av konklusjonen trivielt,
Ir ket

unntatt folgende tre utsagn:

i'r;e head local;(h)/'j (3.2)
'r;ke head h/!j (3.3)
k| .. A Filrj e = F#local;(A[LE])1GA L. (3.4)
(3.2) viser vi ved forst a vise
GlQ ik )] | (BHil Q2 Aitrje = h/ 1), (35)
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3.6. Relativ kompletthet

som blir fglgende uttrykk hvis venstre side skrives helt ut, og substitusjonen pa hgyre side
utfgres:

30 (QE 1 ) Vi Ngritrye = hi/ ' | 3Ri(QE)E, A ilrjbe = hiflj
Ved a velge h;F(!j,¢€) for h; pa hgyre side blir dette:
(QE )i Niritryr = hif 3 Q) ey A il Ee = ik (Y e) /Y
som opplagt ma vare sant.

Vi kan ikke bruke r; i spesifikasjonen av f; i System 1, fordi denne variabelen nettopp har
fatt tilordnet en ny verdi, mens h; er avhengig av gamle verdier. Dermed har vi:

- {hi]Q} = {hilQ} (3.6)

der ) er betingelsen etter denne tilordningssetningen i System 1.

Fra (3.1) kan vi anta gz[(ng’Z’ )'], og fra (3.5) far vi da:

F(l7.e)
(Hhi|Q£] A i!T]‘ Fe= hl/']):r
som ved a bruke (3.6) blir:

(E|h2|h2 e {h;)|Q} A i!le—e = hl/']):r

La @); veere denne prosessens bakbetingelse, fortsatt i System 1. Siden det er bevist at
denne betingelsen holder, kan vi forsterke den med tg. Lemma 2 gir da at alle h; som er
slik at @ A tg er sann, ma veere head-sekvens av en h; som gjor (); sann. Dette ma ogsa
gjelde dersom vi ser pa en projeksjon av sekvensene, og uttrykket blir dermed:

(Fhilhi € {hil Qi Fiy iy} A ilriFe head by /1T,
finaly(hg)..
og siden substitusjonene av r ikke vil ha noen effekt og h; = local;(h), har vi ogsa:

k€ {RNQi it iy Iieat iy} At Fe head locali(h)/!j

og dermed har vi vist (3.2).

Fra G;[( 2722!—(!]‘,5))/] har vi Ajidlry = hy/!j" der h; oppfyller forbetingelsen til setningen
vi beviser. Fra I' har vi 0 < k < #RN(A\i#ilry = #local;(R[1:k])/!5'), og fra M kan vi
vite hvordan de lokale og globale sekvensene skal stemme overens med hverandre. Vi velger
k+6forki I’gf’g]’i:j,’_e;i:j,_e. 6 angir hvor mange elementer fremover i h elementet (i!j, €)
er. Elementene mellom & og k + 6 vil vaere 7-elementer. Fra alle disse antagelsene og (3.2)
far vi at det finnes en h slik at bakbetingelsen til alle prosessene i System 1, og dermed I’,

holder og:
hlk + 6] = (ilj,¢€)

og fra denne, I' og M folger (3.3) og (3.4). Vi er ferdig med denne delen og dermed hele
beviset for dette lemmaet. O
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Kapittel 3. System 3: Redusert mengde av mytiske variable

Lemma 4 La
(r1Q0 i Yo 1= Q)

vere en anvendelse av aksiomskjemaet L1 pad en setning med lesing av en felles variabel
beviset i System 1. Da gjelder tilsvarende Hoare-setning i System 3:

L1’ (f ){(VT]|Q6] hit (7 N]))/}” = e;{Q"}

Bevis. Ved a anvende L3, med @’ som bakbetingelse og I’ som global invariant, far vi:
= IOLYnlelll A MY = (@2 3o = e{Q'}
Hvis vi bruker CQL pa denne, far vi L1’ ved a vise:

= (V15QY M i) = (VR LI A M = (@)

5
som ved a fjerne den ungdvendige antagelsen, ,Cf [I' A M], og skrive '-delene helt ut blir:
3h; |(V7‘J|Q6J,h g N i = i Y (SR Qi i = haf 502,

Siden vi ikke har frie forekomster av h; eller r; kan 3-kvantoren pa venstre side og V-
kvantoren pa hgyre side i uttrykket fjernes. Videre utfgres substitusjonen pa hgyre side:

(VTJ‘|QZ;,Z§F(?J4,TJ))/\]‘/!T]" = hi/lj" 3| QE Nty = hi /15

Videre velger vi h;F(?j,r;) for h; pa hgyre side, mens vi velger r; som fri forekomst av r;
pa venstre side:

Ry . Ry . .
Z;,h,l—(f’],r]) ’ /\j/!rj/ = hl/']l }— ( Z])hll_(?],rj)/\]/'T]/ = h2|—(7],T])/l]/

og dette uttrykket er trivielt siden h;/!j’ = hiF(?4,7;)/!j' og e; ikke inneholder referanser

til A;. O

Lemma 5 For enhver anvendelse av regelen K1 pd en await-setning i beviset i System 1:

{P}S{@Zx 1)
{Vrle = P h '_ - }awalt e do S od{Q}

kan vi avlede folgende for den samme setningen i System 3:

{P'}S{(QZ’} 1)}
(I"{(Vrle = P, h (72 )}awalt e do S od{Q'}

K1’

Bevis. Vi viser fgrst at premissen i anvendelsen av K1 gir premissen i K1’. Vi bruker
aksiomskjemaet CONS og far felgende uttrykk, der betingelsene bare inneholder mytiske
variable:

NIy = hi 13 S{N; 'y = /Y5 }
Ved & bruke reglene CJ og CQL pa dette uttrykket og premissen i K1’ far vi:
{P/\j!Tj = hz/']}S{szk(nr)/\]'T] = hz/']}
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3.6. Relativ kompletthet

og ved a bruke EXST og CQR far vi:

{3 PN = hi 15} S{3MAQ) oy A1y = hif 15} (3.7)

som er det samme som premissen i K1’. Inne i S vil det ikke skje noe med de mytiske
variablene, sa effekten pa merkete og umerkete betingelser vil vaere den samme.

Videre viser vi K1’ ved a bruke fglgende instans av regelen K3:

{e A T'AMAGEe = PRS{I A GIQ Dk, v} .
(I'){Vrle = P'}await e do S od{Q'} (38)

For a fa konklusjonen i K1’ bruker vi CQL og viser:
F (Vr|e = Pfj,_(??r))’ = Vrle = P’

A ekspandere '-delene gir folgende uttrykk:
3| (Vrle = P o)At = i/ ' 1 Vrle = 3hi PNy = i/l
Siden vi ikke har frie forekomster av r eller h;, blir dette:
(Vrle = Py ion) At = hi/lj | e = | PAjIry = hiflj
Ved a velge r; pa venstre side og h; - (?7r) pa heyre side, far vi:
€= Pl » Nlri=hi/li o el Pl Nty = hit (7)Y

som burde vaere opplagt.

Vi antar premissen i K1’ og skal vise premissen i (3.8). I’ refererer kun til mytiske variable,
og ved a bruke aksiomskjemaet CONS far vi:

{5407}
Vi anvender reglene CJ og CQL pa dette uttrykket og (3.7), og far:
(GEIP) A IYSUGTL @ ) A 1) (3.9)

Ved a bruke konsekvensreglene, ma folgende to uttrykk vises for at vi skal ha premissen i

(3.8):

eANI'ANMAGHe = P =GP AT (3.10)

(3.10) skulle vaere rimelig opplagt, siden Gf-operatoren ikke navner om felles variable og e
ikke inneholder mytiske variable. Dermed er G*[e = P’] ekvivalent med e = G'[P'].
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Kapittel 3. System 3: Redusert mengde av mytiske variable

For (3 11) viser vi den lokale delen fgrst. Da er det tilstrekkelig a anta g*[(@h () )], og
vi ma vise:

- GUQ) ) = (GFIQ D v,

Vi ekspanderer G og "-uttrykk og utfgrer substitusjonene pa hgyre side og far:
Qi Niilry = iV b 3R QA ity = hiflj
Ved a velge h;F(!!'r) nar kvantoren pa heoyre side i uttrykket fjernes, far vi:
Q22k(!!r)Aji!Tj =hi/lj = QZ?F(W)/\]‘“W'_TJ = hi(!r)/Yy
som skulle vaere opplagt.
Da gjenstar det a vise I'-delen:
- gf[(@iﬁk(!!r))/] AN = I/v:’w -

ilr

Det meste av I’,:;_r . folger trivielt fra I, unntatt folgende tre utsagn:

Ajilr;=r; head local;(h)/!j (3.12)
A;lribr; head h/!j (3.13)
k| .. N\l = FHlocal(h[LE]) /15 . .. (3.14)

Disse bevises pa samme mate som de tilsvarende utsagnene i lemma 3:

(3.12) vises ved & anta (G¥[Q'])i,, dvs.:

tlrbro
- 30| QA itk = hiflj

() er bakbetingelsen til await-setningen i System 1. Denne kan vi forsterke med en ter-
mineringsvakt. La ¢); vaere bakbetingelsen til hele prosessen i System 1. Da har vi fra
lemma 2 at for enhver h; som gjor at ¢} er sann, finnes det en forlengelse av denne som gjor
@Q; sann. Dette ma gjelde selv om vi bare ser pa en projeksjon av sekvensene, og dermed
har vi:

hilhi € {hil Qi Finur . JNjilri i head hiflj
og siden h; = local;(h), har vi:
3h|h; € {hi|(Q: final, (). )local }/\ 2l Fr; head local;(h)/!j
og fordi denne h oppfyller I’, har vi vist (3.12).

Resten av beviset ligner pa det som gjgres for tilordningssetningen. Vi antar M for a fa
riktige flettinger. Videre antar vi 0 < k < #hA\;#!r; = #h[1:£]/!j og testen av I'. Da
finnes det h og k slik at vi i konklusjonen kan velge k + ¢ for k, der elementene mellom k
og k+ 6 bare er 7-elementer, og vi har hlk+ 6] = (!Ir). Sammen med (3.12) gir dette (3.13)
og (3.14). O
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3.6. Relativ kompletthet

Lemma 6 For enhver anvendelse av regelen P1 pd en cobegin. . .coend-blokk i beviset i

System 1:
{P}5i{Qi}
{r:rO/\Z»PZQ"}cobegin Sull -1 Sn coend{EIh|/\i@/\j7‘j:finalj(h)}
kan vi avlede folgende i System 3:
P1: (I/){PZ/}SZ{Q;} 1= 17"'7”
{r:rO/\iPigi}cobegin Sull - Sn coend{EIh|/\i@/\j7‘j:finalj(h)}

-~ LTy hi
Qi er (Qi..finalj(h,‘)..)local,'(h)'

Bevis. Anta premissen i P1’. Ved a anvende P3 far vi:
{1 trentr A p=rQA, P! I }cobegin Sy || - || S, coend{3!r, Iy, .., nlr|I' A MA;GQI]}

g, &, 1t

Vi far konklusjonen i P1’ ved a anvende konsekvensregler og vise fglgende:
r=rONP L = T Ar=r0A(P)Y (3.15)

At L, s e[ 1A MAGHQ) = F0INQiAjr; = final;(h) (3.16)

Forst viser vi (P/)-delen av (3.15). Det er nok & anta P;%. Skrevet helt ut blir dette:
Pili = 3hi| PiAje = hiflj
og ved a velge ¢ for h; far vi folgende trivielt sanne uttrykk:
Pl PliNe =€/l
For & vise I’ 1r-nt - duvs.:
B iy iy (e head /1iAce head. local(1)/4)
ATK|0 < b < #RA e = #R[1: k)Y

antar vi at forbetingelsen i beviset i System 1 var forsterket med en termineringsvakt.
Dermed vet vi at det eksisterer en h slik at bakbetingelsen /\i(Qi::;]i;v:al](h,‘)..);Loical,‘(h) og
dermed hele uttrykket er sant.

Dermed er beviset av (3.15) ferdig.

Som sagt ovenfor vet vi at det finnes en A slik at /\i(Qi::;Ji;alj(hi)..);anli(h) er sann. Ira

N:GilQ!] og h; = local;(h) far vi da:
Ni(Niitrj = locali(h)/')
og ved I og M blir dette:
/\j(!rj = h/1jN\ilr; = local;(h)/'j)
og dermed
Njri = final;(h)
og beviset av (3.16) er ogsa ferdig. a
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Kapittel 3. System 3: Redusert mengde av mytiske variable

3.7 Diskusjon

Kompletthetsbeviset og produsent-konsument-eksemplet antyder at det kan bli mye som
skal spesifiseres i den globale invarianten, for a kunne verifisere et program. Vi kunne derfor
som nevnt pa side 28, gnske a bruke ?-sekvenser ogsa.

Ved a ta utgangspunkt i en modell slik vi har gjort for System 3 vil det veere lett a lage
et bevissystem med 7-sekvenser som er sunt og komplett. Det forutsettes selviplgelig at
modellen er riktig og at reglene utledes riktig. FEt slikt bevissystem kan ses pa som en
utvidelse av System 3, og System 2 kan ses pa som en utvidelse av dette igjen. I dette nye
systemet vil vi kunne bevise minst like mye som i System 3. Dermed vil et slikt system
veere komplett, fordi System 3 er komplett. Samtidig vil vi ikke kunne vise mer enn det vi
kan i System 2, som er sunt, og dermed har vi ogsa sunnhet.

I en del tilfeller vil et bevis i System 3 ikke bli sa hierarkisk oppbygget som gnskelig, siden
en endring av en prosess vil kunne medfgre at den globale invarianten ma endres. Dermed
risikerer vi 4 matte gjgre store deler av beviset om igjen. Dersom vi har historiesekvenser
som i System 1 og ikke har global invariant, vil en endring av en prosess medfgre at denne
prosessens historiesekvens endres. Beviset for parallell sammensetning ma gjgres om igjen,
og dette inkluderer & se pa flettinger av alle historiesekvenser. Det er vanskelig & si hva
som blir mest arbeidskrevende, men begge metoder vil nok kreve en del arbeid.

Ved a fjerne en del av den mytiske informasjonen kan vi fa enklere regler. Vi far ihvertfall
mindre mytisk informasjon & holde rede pa. Det er teoretisk interessant & se hvor lite
mytisk informasjon som er ngdvendig for & ha et komplett bevissystem.

I de tilfelle hvor ingen felles variable endres i kritisk region, brukes det i et eksempel i
[Owe92] en regel der !-sekvensene ikke endres. En slik regel vil gjore spesifikasjonen enklere,
og det kunne derfor veere gnskelig med en slik regel i System 3. Uten 7-sekvenser kan det
virke som om et bevissystem med en slik regel ikke vil vaere komplett, noe produsent-
konsument-eksemplet illustrerer. Det synes som om vi trenger enten full oppdatering av
de mytiske variablene, som i denne oppgaven, eller ?-sekvenser, som i eksemplet i [Owe92].
Ser vi pa modellen virker dette rimelig. A fjerne oppdateringen av !-sekvensene ved utgang
av kritisk region vil medfgre at det ikke tas vare pa noe historieinformasjon i modellen av
en slik programsetning.

I kompletthetsbeviset forsterket vi betingelser med termineringsvakt ved de anledninger
det var ngdvendig for & gjennomfare beviset. Derfor er vi ikke sikret at spesifikasjonen,
dvs. lokale betingelser og den globale invarianten, av ikke-terminerende programmer vil
kunne uttrykke sa mye fornuftig. Det eneste kompletthetsheviset garanterer er at vi kan
bevise at bakbetingelsen er false.

Mange ganger gnsker vi & vise mer enn dette selv om programmet ikke alltid terminerer.
F.eks. viser vi i produsent-konsument-eksemplet at data overfgres riktig, og til dette bruker
vi den globale invarianten. Ved a inkludere i den globale invarianten alle muligheter for
hvordan de mytiske variablene kan komme til & se ut, ikke bare hvordan de vil se ut etter
coend, kan vi vise sterkere spesifikasjoner for programmer som ikke alltid terminerer.
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Kapittel 4

Vranglas

I dette kapitlet skal vi se om bevissystemet kan brukes til & bevise vranglas/fraveer av
vranglas i programmer. Vi bruker definisjonen av total vranglas fra side 7:

Alle prosesser som ikke har terminert er i venting.

Dette innebaerer at all aktivitet har opphert. 1 denne oppgaven ser jeg ikke pa partiell
vranglas, selv om resonnementene kan utvides til a gjelde dette ogsa.

De eneste stedene vi har noen form for venting er ved await-setninger. Det er altsa i
forbindelse med disse at det er fare for at vi far vranglas. Fravaer av vranglas innebaerer
at i en tilstand der alle prosessene er foran en await-setning, ma minst en prosess ha sann
ventebetingelse.

4.1 Modellen for kritisk region

For & lgse problemet med a bevise vranglasfrihet, tar vi utgangspunkt i modellen for kritisk
region. Modellen ser opprinnelig slik ut, som gitt i [Owe92] (modell 1):

|;r; := some; if e then h; := h;-(777); S5 h; := hiF(!!r) else abort fi
Den skrives ogsa slik (modell 2):
r:= (some rle); h; := hH(T7r); S5 hy = hi ()

I begge modeller utfgres hele programbiten som en atomisk operasjon. Regelen som hgrer
til ser slik ut:

{e ANTAPARNRYS{(Hi = QA )

(I){Vr|P£ii|_(??r)}await edo S od{Q}
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Modell 1

I den forste modellen er det abort-setningen som er ment a modellere vranglas. Vi far
vranglas dersom programkontrollen kommer inn i else-grenen. A bevise fraveer av vranglas
vil da tilsvare a bevise betingelsen false pa begynnelsen av else-grenen. Vi ma altsa bevise
at e aldri kan veere false i det if-testen evalueres. Dette er imidlertid et for sterkt krav,
siden det er tilstrekkelig a vise at én av prosessenes ventebetingelser er sann for & unnga
vranglas.

Problemet med denne modellen i sammenheng med vranglas (eller synkronisering) er at
|;r; := some kan utfgres for e er sann, uten at dette influerer Hoare-analysen. Siden e ikke
omtales i some-konstruksjonen, men fgrst blir evaluert i if-setningen, er det vanskelig a
modifisere forutsetningene slik at modellen vil vaere egnet til ogsd a kunne omfatte venting.

Modell 2

I [Owe92] defineres det at some-konstruksjonen aborterer hvis e er false. Dette gir samme
problemer som for modell 1. I dette tilfellet evalueres e i some-konstruksjonen, slik at her er
det mulig a modifisere maten denne konstruksjonen fungerer pa. Vi lar programkontrollen
stoppe foran some-setningen og vente pa sann ventebetingelse istedenfor & abortere. Dette
gjores pa en slik mate at andre prosesser slipper til og kan endre felles variable og dermed
verdien av e.

Modifikasjon av modell 2

I fgrste omgang endrer vi modell 2 slik at venting uttrykkes eksplisitt i historiene. Dette
gjor vi for a forenkle resonnementet for hvordan vi finner et uttrykk for vranglasfrihet. Vi
legger setningen h; := h; F await fgrst. Dette tilsvarer & melde seg pa i en ventekg hvor
prosessen blir liggende til e er sann:

hi := h;tFawait; r = (some rle); h; :=h;=(17r); S5 by := hiH(r)
await-elementene er med i bade lokale og globale historiesekvenser, fordi vi ser pa dette
som to atomiske operasjoner:
1. At prosessen melder seg pa i ventekg, h; := h; Fawait
2. Resten av uttrykket. Dette var ogsd en atomisk operasjon i den opprinnelige modellen,

under forutsetning av at e var sann for utfgrelsen.

Det ma bevises at den globale invarianten, I, holder over disse to operasjonene, og vi far
folgende regel:

{eANTAPANRNRFS{(H = QA I)Zﬁ(i!!r),22k(!!r)} » A Gz[PfZiI—awaitl—(??r)] = I it
(I){Vr|P:Z,_awam_(??r)}await edo S od{Q}
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4.2. Eksempel: Dining Philosophers

Vi skal na se hvordan vi kan uttrykke fravaer av vranglas. Hvis vi far vranglas, vet vi at alle
de lokale historiesekvensene har await som siste element og ingen av ventebetingelsene er
sanne. For a vise fravaer av vranglas er det derfor tilstrekkelig a vise at én ventebetingelse,
e;, er sann. Indeksen ¢ angir hvilken prosess uttrykket er fra, og dette uttrykket globaliseres
ikke. Vi kan ogsa anta den lokale forbetingelsen til await-setningen, fordi det vil ikke bli
vranglas hvis vi ikke kan na denne tilstanden. Her brukes b; som forkortelse for ;[ P], den
lokale betingelsen som hgrer sammen med e;, sett med globale gyne. Videre kan vi anta
rt(local;(h)) = await, siden vi vet at det siste elementet for en vranglas vil veere en await.
Vi kan som vanlig anta den globale invarianten.

I forste omgang ser vi bare pa programmer der hver prosess har én await-setning. A bevise
fraveer av vranglas i et slikt program tilsvarer & vise at den globale invarianten impliserer
folgende uttrykk:

(A; rt(local;(h)) = await) = (A; b = V; &)

Vi kommer tilbake til hvordan programmer med flere await-setninger i en prosess skal
bevises.

Forenkling av uttrykket for vranglasfrihet

I uttrykket for vranglasfrihet som vi har satt opp, er antagelsen A, rt(local;(h)) = await
ungdvendig, fordi det alltid vil veere mulig & ha den samme informasjonen i de lokale
betingelsene. Dermed vil et bevis for fraveer av vranglas vaere a bevise at den globale
invarianten impliserer:

Nibi = Ve

Siden vi na kan ha all informasjon i de lokale betingelsene, trenger vi strengt tatt ikke
await-elementet, og vi sloyfer derfor all spesifikasjon av det.

Hvis vi ser pa modellen, finner vi ut at dette virker rimelig. Dersom det oppstar en vranglas,
stopper programkontrollen foran setningen r := (some r|e). A bevise at vi ikke far vranglas
blir derfor ekvivalent med a bevise at det er mulig a oppfylle en e, slik at programkontrollen
fortsetter over denne setningen.

Det blir altsa ingen avleiring av await-elementer i historiesekvensene. Regelen for kritisk
region blir den samme som i det opprinnelige systemet, siden ingen utvidelse av dette
systemet er ngdvendig. Spesifikasjonen av et program kan bli enklere dersom vi fortsatt
har await-elementet, men regelen blir mer komplisert.

4.2 Eksempel: Dining Philosophers

Som et eksempel pa hvordan vi bruker denne metoden for & bevise fraveer av vranglas, kan
vi bruke Dijkstras klassiske eksempel, Dining Philosophers [Dij72].

Fem filosofer sitter rundt et stort bord med en bolle spaghetti midt pa bordet, og de veksler
mellom & tenke og spise. Det er en tallerken til hver, og mellom hver tallerken ligger en
gaffel, se figur.
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Gaffel3

Filosof2

Filosof0

For & kunne spise ma en filosof ha gaflene pa begge sider av seg. Disse gaflene deles med
naboene, sa de kan vare opptatt. Et eksempel er filosof;, som bruker gaffel; og gaffels.
gaffely deler han med filosofy og gaffel; med filosofs.

4.2.1 Med vranglas

Vi kan tenke oss at en filosof forst tar opp venstre gaffel og sa hgyre nar han gnsker a spise.
Nar han er ferdig med & spise legger han begge gaflene ned igjen, slik at naboene far spist
0gsa.

La hver filosof representere en prosess og hver gaffel en ressurs som skal deles. Vi lar en
gaffel vaere en boolsk variabel som er true nar den er ledig og false nar den er opptatt.
Dette gir folgende system:

gaffely := gaffely = gaffely := gaffely .= gaffel, := true;
cobegin filosof, || - - - || filosof 4 coend

En filosof-prosess blir da:

filosof ; :: loop
await gaffel, do gaffel; := false od
await gaffel;, | do gaffel,, ; := false od
(spis);
gaffel, == true
gaffel;y_, := true
(tenk);

repeat

+5 betyr pluss modulo 5.
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Denne maten a dele gaflene pa innebzrer en risiko for at vi kan fa vranglas. Sett at alle
filosofene bestemmer seg for & spise samtidig og plukker opp sin venstre gaffel. Da vil alle
sitte med en gaffel og vente pa at den andre skal bli ledig. Den gaffelen er imidlertid plukket
opp av filosofen til hgyre, som igjen venter pa en gaffel. Alle prosessene venter pa at en
annen prosess skal frigi en ressurs, og vi har fatt en vranglas. Et bevis for dette blir gitt i
avsnitt 4.3.2

4.2.2 Uten vranglas

En mate a sikre at vi unngar vranglas [Dij72] er a la den filosofen som skal spise, vente pa
at begge gaflene er tilgjengelige og sa plukke opp begge gaflene i en operasjon.

En filosof-prosess som bruker denne strategien, ser slik ut:

filosof ; :: loop
{h; € SEKV;}
await gaffel; A gaffel,, ; do gaffel; := false; gaffel,, | := false od
(spis);
gaffel; := true

gaffel;y , := true
(tenk);

repeat

SEKV; betyr mengden av sekvenser som oppfyller fglgende regulere uttrykk
((77...,true, true,...),(!!... false, false,...), (gaffel;, true), (Igaffel;, ,, true))*
der {e)x betyr gjentakelse av e null eller flere ganger.

Elementet (?7...,true,true,...) betyr at vi leser true fra variablene gaffel; og gaffel, .,
og (1..., false, false,...) star for tilordning av false til de samme variablene.

Den lokale betingelsen foran await-setningene i hver prosess er h; = SEKV; og tilhgrende
ventebetingelse er gaffel; A gaffel,, ;. Dette gir folgende uttrykk for fraveer av vranglas:

N; Gilh; € SEKV] = V/; gaffel; A gaffel,,

Vi lar den globale invarianten veere true. A bevise at den lokale invarianten i filosof-
prosessene vedlikeholdes og holder initielt, er rett frem. Til slutt ma vi vise uttrykket for
fraveer av vranglas. Vi ser pa hvordan de lokale historiesekvensene kan flettes sammen.
Alle prosessene har sist tilordnet true til de gaffel-variablene de bruker, og dermed er alle
ventebetingelsene sanne.

4.3 Prosesser med flere await-setninger

Nar vi har flere await-setninger far vi ogsa flere ventebetingelser. Det er ikke sterkt nok
a bevise at en av disse er sann, siden det kan vaere ved en annen await-setning vi venter.
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Pa den annen side blir det for sterkt a kreve at alle ventebetingelser skal veere sanne hver
gang vi kommer til en await-setning.

Det er ngdvendig a skille mellom await-setningene for a vite hvilken ventebetingelse som
ma veere sann. En mate 4 gjore dette pa er a se pa de lokale betingelsene ved hvert
await-sted. Vi bruker de globale utgavene av betingelsene.

Vi ma sjekke alle tilstander der prosessene venter. Dette gir et eksponensielt antall til-
stander a undersgke. Antall kombinasjoner er:

[ k,

der ky er antall await-setninger i prosess 1, ko i prosess 2, osv, og det er n prosesser.
Dersom det er like mange await-setninger i hver prosess kan dette uttrykkes som k" der k
er antall await-setninger og n er antall prosesser.

En tilstand hvor alle prosesser venter gir opphav til en konjunkt i uttrykket som vi ma vise
at den globale invarianten impliserer. Det blir dermed k™ konjunkter i uttrykket. En slik
konjunkt ser ut som:

Nibij; = Vi eij,
Indeksen ¢ star som vanlig for prosess, og j; star for hvilken await-setning det er i prosessen.
Denne indeksen bestemmes av hvilken av tilstandene vi undersgker i denne konjunkten.

ei;; er ventebetingelsen i j;te await-setning i prosess ¢, og b;;, er forbetingelsen til samme
await-setning globalisert.

Hvis vi tar med de lokale historiesekvensene i de lokale betingelsene, og uttrykker i den
globale invarianten hva de lokale sekvensene skal vaere head-sekvenser av, slik vi gjorde
i forrige eksempel, blir bevisene lette a gjennomfgre. I praksis blir det store problemet a
sette opp uttrykket for fravaer av vranglds, siden dette uttrykket blir sa stort.

4.3.1 Eksempel: Alternativ mate a programmere Dining Philosophers

Vi bruker nok en gang Dining Philosophers som eksempel. Denne Igsningen er foreslatt av
Hoare [Hoa72]. Den har to await-setninger pr. prosess og er uten vranglas.

Filosof-prosessene 0-3 tar opp forst venstre og sd hgyre gaffel, mens prosess 4 gjor det i
motsatt rekkefglge. Prosess 03 ser da slik ut:

filosof ; :: loop
{h; € SEKV;}
await gaffel, do gaffel; := false od
await gaffel;,; do gaffel; | := false od
(spis);
gaffel, == true
gaffel;,, := true
(tenk);

repeat

der SEKV; betyr mengden av sekvenser som oppfyller det regulaere uttrykket
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((77...,true,...), (... false,...),(?7...,true,...),(!... false,...),
('gaffel;, true), (!gaffel;,, true))*

I de to ferste elementene vil true og false tilsvare verdien av gaffel; og i de to neste
variabelen gaffel; ;. Som vanlig brukes * for gjentakelse. Vi bruker ogsa SEKV! som
betyr mengden av sekvenser som oppfyller

((77...,true,...), (... false,...),(?7...,true,...),(!... false,...),
(lgaffel;, true), (lgaffel,, |, true)) « (?7... true,...),(!!..., false,...)

abelen gaffel;.
Prosess 4 blir slik:

filosof 4 :: loop

{hy € SEKV 4}

await gaffel, do gaffel, := false od
await gaffel, do gaffel, := false od
(spis);

gaffel, := true

gaffel, := true

(tenk);

repeat

SEKV 4 betyr mengden av sekvenser som oppfyller
((?7true,...),(NMalse,...),(?77... true),(!..., false), (\gaffely, true), (lgaffel,, true))x

Her vil true og false i de to fgrste elementene tilsvare gaffel; og i de to neste variabelen
gaffel,. SEKV', betyr (som for de andre prosessene) mengden av sekvenser som oppfyller

((?7true,...),(Malse,...),(?77... true),(!..., false), (gaffely, true), ('gaffel,, true))x
(??true,...), (!'false,...)

Vi lar den globale invarianten veere true. A bevise lokale betingelser for disse prosessene
er trivielt. Til slutt ma vi sette opp et uttrykk for vranglasfrihet og bevise at den globale
invarianten impliserer dette.

Siden det er to await-setninger i hver prosess, og det er fem prosesser, far vi 2° = 32 mulige
tilstander der alle prosessene venter. Dermed far vi en konjunksjon med 32 ledd, som vi
ma vise.

Som et eksempel pa hvordan konjunktene vil se ut, kan vi ta det leddet som tilsvarer at
filosof y er ved andre await-setning og resten av prosessene ved forste:
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Go[ho € SEI(VH A Gl[hl € SE[(Vl] A Gz[hz € SE[(VQ] A G3[h3 € SEI(V:),]/\
Galhy € SEKV 4] = gaffel, V gaffel, V gaffel, V gaffels V gaffel,

Ved & se pa informasjonen i premissen i dette uttrykket, ser vi at alle gaffel-variablene
unntatt gaffel, ma vaere sanne og dermed er uttrykket sant.

Vi kaller dette leddet for KOMB[2,1,1,1,1]. Uttrykket for vranglasfrihet med de 32 kon-
junktene kan na uttrykkes som:

VP17P27P37P47P5|KOMB[P17P27P37P47P5]

der hver p; tar verdiene 1 eller 2.

Vi ser pa hvordan vi beviser et ledd til. Konjunkten KOMB[2,2,1,2,2] kan skrives helt ut
som:

Go[ho € SEI(VH A Gl[hl € SE[(V’I] A Gz[hz € SE[(VQ] A G3[h3 € SE[(V%]/\
Galhy € SEKV] = gaffel, V gaffel, V gaffel, vV gaffel, V gaffel,

Dette tilsvarer at filosof, er ved sin fgrste await-setning, mens resten er ved sin andre.
Premissen i uttrykket kan ikke vaere sann, fordi hg og h4 kan ikke begge lese true fra gaffel,
og skrive false. Prosessene vil aldri komme i denne tilstanden. Resten av leddene vises pa
samme mate.

4.3.2 Eksempel: Bevis av Dining Philosophers med vranglas

Vi skal se at vi ikke kan bevise vranglasfrihet for den fgrste utgaven av Dining Philosophers.
En filosof-prosess ser ut som:

filosof ; :: loop
{hi € SEK;}
await gaffel, do gaffel; := false od
await gaffel;, | do gaffel,, ; := false od
(spis);
gaffel, == true
gaffel;y_, := true
(tenk);

repeat
der SEK; betyr mengden av sekvenser som oppfyller det regulaere uttrykket

((77...,true,...), (... false,...),(?7...,true,...),(!... false,...),
(lgaffel;, true), (!gaffel;,  ,true))*

der true og false i de to forste elementene tilsvarer verdiene for gaffel, og i de to neste for
gaffel,y ,. Videre betyr SEK! mengden av sekvenser som oppfyller
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((77...,true,...), (... false,...),(?7...,true,...),(!... false,...),
(lgaffel;, true), (!gaffel;, |, true)) « (?7... true,...), (... false,...)

La KOMT[jy, j2, j3. j1, Js] veere predikatet som sier at prosessene er ved await-setning jj,
24 .., dvs.:

Ni by = Vi €,
Uttrykket for vranglasfrihet blir

VplapzapzaaP47P5|KOM[PMP27P37P47P5]

De fleste av KOM-leddene vil kunne bevises, men KOM|[2,2,2,2,2] vil gi problemer. Dette
leddet tilsvarer at alle prosessene venter foran sin andre await-setning. Hvis vi ser pa
programteksten skjgnner vi fort at det ma bli vranglas her fordi alle gaffel-variablene er
false, og alle prosessene venter pa at en av disse variablene skal bli true. Formelt ser dette
leddet ut som

Ved & se pa hvordan historiesekvensene i premissen kan flettes sammen, ser vi at premissen
impliserer at alle gaffel-variablene er false. Dermed kan ikke konklusjonen i uttrykket vaere
sann. Videre er det ikke noe i premissen som vil gjgre denne false. Vi vet dermed at her er
det en mulighet for at vi kan fa vranglas, og vi har bevist det vi sa mer uformelt tidligere
i avsnittet.

4.4 Oppsummering

Ved a legge inn et await-element i historiesekvensene vises det eksplisitt hvordan venting
kan modelleres. Dette kan gi enklere betingelser, og ikke minst bidrar det til & klargjore
hvordan vi kan komme frem til et uttrykk for vranglasfrihet. Imidlertid blir regelen for
kritisk region mer komplisert, og det blir mer mytisk informasjon & holde rede pa, sa derfor
tar vi ikke med await-elementet likevel.

Beviset for et program der prosessene har flere await-setninger blir ganske komplisert hvis
vi skal gjgre det helt detaljert, men prinsippet er enkelt.

Enklere systemer har ofte for sterke krav slik at det finnes vranglasfrie programmer som
ikke oppfyller disse kravene. Problemet er sa komplekst at det nok ikke finnes noen enklere
mate a utfore slike bevis.

Det som er gjort i dette kapitlet ligner pa maten dette er behandlet i noen bevissystemer
for CSP [AFdR80, LG81] men er gjort uavhengig av disse arbeidene.
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Kapittel 5

Konklusjon

Utgangspunktet for denne oppgaven var at jeg skulle vise relativ kompletthet av et bevis-
system uten a-sekvenser!, som foreslatt i [Owe92]. I oppgaven har jeg kommet frem til et
sterkere resultat, relativ kompletthet av et bevissystem der sekvenser av leste verdier og
a-sekvenser er fjernet. Dette bevissystemet har jeg motivert utfra en skisse av en mod-
ell med tilordningssekvenser som eneste mytiske variable. T tillegg til beviset for relativ
kompletthet har jeg gitt et uformelt argument for at det er sunt.

Jeg har ogsa brukt bevissystemet pa et par eksempler. Det viser seg a veere tungt a
benytte til bevisfgring i praksis, ihvertfall for den klassen av programmer der prosessene
synkroniseres som i produsent-konsument-eksemplet.

Imidlertid blir reglene enklere enn i System 2. Det er ogsa teoretisk interessant a se hvor
lite mytisk informasjon vi kan klare oss med. Dette kan hjelpe pa var forstaelse av hvordan
prosesser samhandler og hvordan dette kan bevises.

Det er ogsa interessant a se om det er en fordel med en global invariant eller ikke. Fordelen
er, som vi har sett i denne oppgaven, at vi far sveert stor uttrykkskraft. Ulempen er at det
ma vises at den globale invarianten vedlikeholdes i hele programmet, og bevissystemet blir
noe mer komplisert. Dersom man er av den oppfatning at en global invariant er en uting
kan man i System 2 sette den til true, og kompleksiteten vil bli som i System 1, som er
uten global invariant.

En som skal leere & bevise parallelle programmer, vil nok synes at et bevissystem som ligner
pa System 1, vil veere enklest & forsta og anvende. Etterhvert som man far litt mer erfaring
med beviser kan det veere en fordel & ha stgrre spillerom i utformingen av spesifikasjonen
og beviset, med flere valgmuligheter som vil fgre frem. Da vil System 2 vaere mere egnet,
kanskje med den modifikasjonen at historiesekvensene er oppsplittet (men uten at noe er
fjernet).

Som en oppsummering kan vi si at det (forelppig) ikke finnes et “beste” bevissystem. Vi
trenger forskjellige formalismer/bevissystemer avhengig av hva de skal brukes til og hvem
som skal bruke dem.

Videre i oppgaven har jeg ogsa sett pa hvordan fraveer av vranglas kan bevises i System 2.
Dette kan bli sveert komplisert i praksis fordi vi kan risikere & matte sjekke et eksponensielt

'Definisjonen av o-sekvenser finnes pa side 14.
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antall globale tilstander. Jeg tror at mye av grunnen til dette er den iboende kompleksiteten
i problemet med vranglassjekking, selv om noe forenkling bgr veere mulig i forhold til det
jeg har gjort.

Det som er gjort i kapittel 4 om vranglas har mye til felles med [AFdR80] og [LG81].
Fordelene med det som er gjort her og i [AFdR80] er at vi kan benytte en global invariant
for a beskrive mulige globale tilstander, mens det har vi ikke muligheten til i [LG&1].

Siden det er begrenset tid til radighet for a gjore en hovedoppgave, er det naturlig a runde
av her. Det er imidlertid noen problemstillinger det kunne veere interessant a se mer pa.

Jeg tror det kan veere av interesse a se om det finnes et relativt komplett bevissystem der
den mytiske informasjonen er ytterligere redusert i forhold til det jeg har sett pa. F.eks. kan
det tenkes at man kan klare seg med tidligere verdier av variable og ikke behgve rekkefglgen
av tilordninger. Dette vil ligne pa det som er gjort i [Jon83] og [Ste91]. Hvis det er umulig
a redusere den mytiske informasjonen, er det interessant a se om dette kan vises formelt.

I [Owe92] er det nevnt at hans system kan utvides til a handtere nestet parallellitet etter
monster av [Mel86a]. Det kan vaere interessant a se om et system med redusert mengde av
mytiske variable ogsa kan utvides til & handtere nestet parallellitet.

Videre kunne jeg tenke meg a se pa hvor mye som kreves for & kunne resonnere om total
korrekthet og tid.

Det er ogsa av interesse a se om resonnementer om fravaer av vranglas kan forenkles. Her
kunne jeg tenke meg & se om det er beskrevet en egnet metode i litteraturen, evt. om en
ny metode kan utvikles.

Hittil har jeg nevnt noen retninger for videre arbeid med vanlige felles variable. Det kan
ogsa veere interessant & se pa andre typer variable, f.eks. monitor-variable, i sammenheng
med historiesekvenser.

Jeg haper denne oppgaven er et bidrag til & gke forstdelsen av parallelle prosesser og
resonnementer om disse. Thvertfall har den bidratt til gke min egen forstielse av emnet.
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