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Kapittel 1

Innledning

N�ar vi lager programmer er det viktig at vi kan forsikre oss om at de fungerer som �nsket.
�A teste programmer vil kunne luke ut en del feil, men for at vi skal kunne v�re helt

overbevist om at et program oppfyller en spesi�kasjon, kan det v�re nyttig �a bruke mer

formelle resonnementer.

Spesielt gjelder dette for parallelle programmer. Da har vi ere prosesser som kan utf�re

sine instruksjoner samtidig. Vi kan som regel ikke vite hvor fort disse prosessene kj�rer

i forhold til hverandre, og dermed kan vi ikke vite i hvilken rekkef�lge operasjonene i

programmet utf�res. Dette kan ogs�a v�re forskjellig for to eksekveringer av et program og

dermed har vi ikke-determinisme.

Dette gj�r at antall tilstander for et parallelt program vil v�re av samme orden som pro-

duktet av antall tilstander i hver prosess. Det blir alts�a s�a mange muligheter at vi i praksis

ikke klarer�a teste alle. Dermed er det ikke tilstrekkelig�a bare teste programmet, men ogs�a

n�dvendig �a kunne resonnere formelt om det. Til dette form�alet er det foresl�att en rekke

bevissystemer.

For at est mulig korrekt spesi�serte programmer skal kunne bevises i et bevissystem, m�a

systemet v�re relativt komplett1. Et bevissystem for parallelle programmer m�a ha med

mytiske variable for at det skal v�re relativt komplett. I [Owe92] er det gitt et bevissystem

der det brukes historiesekvenser som mytiske variable. I disse tar vi vare p�a informasjon

om hva hver enkelt prosess har gjort med felles variable. Dette bevissystemet er relativt

komplett.

Det er interessant�a se hvor lite informasjon som kan tas vare p�a i mytiske variable uten at

vi mister kompletthet. I [Owe92] foresl�as det �a fjerne en del informasjon om rekkef�lge av

operasjoner. For hver variabel skal det tas vare p�a en sekvens av tilordnete verdier og en

sekvens av leste verdier. Det argumenteres for at det er mulig �a lage et slikt bevissystem

som er relativt komplett.

I denne oppgaven vil jeg gj�re som foresl�att i [Owe92], men i tillegg vil jeg ogs�a fjerne

sekvensene av leste verdier. Det eneste som tas vare p�a av historieinformasjon er sekvensene

av verdier som er tilordnet til felles variable. Jeg lager et bevissystem med redusert mengde

av mytiske variable og viser at dette er relativt komplett.

1Uttrykket relativt komplett og andre begreper de�neres i neste kapittel.
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Kapittel 1. Innledning

Det gis ogs�a et par eksempler p�a hvordan vi kan lage beviser med s�a lite historieinfor-

masjon som beskrevet ovenfor. Spesielt vil jeg se p�a et produsent-konsument-eksempel

som illustrerer hvordan vi m�a g�a frem for �a bevise synkronisering av prosesser.

Videre vil jeg ta for meg hvordan vrangl�as/frav�r av vrangl�as kan bevises i et av bevissys-

temene fra [Owe92].

Leseren av denne oppgaven b�r ha god kjennskap til hvordan programmer veri�seres. Dette

grunnlaget kan komme fra kurset i programspesi�kasjon- og veri�kasjon som undervises ved

instituttet [Dah92]. Videre er det en fordel �a kjenne til veri�kasjon av parallelle program-

mer, noe som ogs�a undervises ved instituttet [Dah93]. Det kan ogs�a v�re nyttig med noe

mer kunnskaper om logikk, slik at begreper som sunnhet og kompletthet er godt kjent.

Oppgaven er bygget opp slik:

I kapittel 2 gis bakgrunnen for oppgaven. Her �nnes syntaks for programmeringsspr�aket vi

ser p�a, Hoare-logikk for sekvensielle programmer og en beskrivelse av bevissystemene fra

[Owe92]. Videre forklares notasjonen som brukes i disse bevissystemene og noen sentrale

begreper som f.eks. relativ kompletthet. Jeg ser ogs�a litt p�a hva andre har gjort for�a bevise

parallelle programmer.

Kapittel 3 inneholder bevissystemet der kun verdier av variable og historiesekvenser av

tilordnete verdier kan brukes i spesi�kasjonen. Det blir gitt noen eksempler p�a hvordan

systemet brukes. Videre vises det at bevissystemet er komplett, og det argumenteres for

at det (opplagt) m�a v�re sunt.

I kapittel 4 forklares det hvordan vi i et bevissystem fra [Owe92] kan vise vrangl�as/frav�r

av vrangl�as. Det bevises at ulike programmeringsstrategier for \Dining Philosophers" er

fri fra vrangl�as/kan g�a i vrangl�as.

Kapittel 5 inneholder en kort oppsummering.
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Kapittel 2

Bakgrunn

I dette kapitlet beskrives f�rst det programmeringsspr�aket jeg behandler. Videre gis en

kort oppsummering av hvilke regler jeg bruker fra Hoare-logikk for sekvensielle program-

mer. Dernest f�lger en kort diskusjon om relativ kompletthet, som gjelder for Hoare-logikk

(b�ade for sekvensielle og parallelle programmer). Jeg tar ogs�a for meg hvordan histo-

riesekvenser brukes som mytiske variable i bevissystemene. Bevissystemene i [Owe92] som

denne oppgaven bygger p�a presenteres, og til slutt ser jeg p�a en del andre arbeider som

behandler parallelle programmer med felles variable.

2.1 Programmeringsspr�aket

Det programmeringsspr�aket jeg ser p�a er et enkelt ALGOL-aktig programmeringsspr�ak

utvidet med parallell sammensetning, cobegin P1 k � � � k Pn coend, der P1; : : : ; Pn er

prosesser som utf�res i parallell. Disse prosessene kan referere til felles variable, men bare

slik at hver tilordningssetning i en prosess kan ses p�a som en udelelig hendelse. Vi kan

ikke anta noe om den relative hastigheten til de ulike prosessene, s�a programmereren m�a

selv s�rge for eventuell synkronisering ved hjelp av await-konstruksjonen, som beskrives

nedenfor. BNF-syntaksen for spr�aket ser slik ut:

hstmti ::= hassigni hskipi hifi hwhilei hcompi hcobegini

hassigni ::= hvari:=hexpi

hskipi ::= skip

hifi ::= if hexpi then hstmti else hstmti �

hwhilei ::= while hexpi do hstmti od

hcompi ::= hstmti ; hstmti

hcobegini ::= cobegin hprocessi k � � � k hprocessi coend

hprocessi ::= hpstmti

hpstmti ::= hpassigni hskipi hpifi hpwhilei hpcompi hawaiti

hpassigni ::= hlocal var i:=hshared expi hvari:=hlocal expi

hpifi ::= if hlocal expi then hpstmti else hpstmti �

hpwhilei ::= while hlocal expi do hpstmti od
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Kapittel 2. Bakgrunn

hpcompi ::= hpstmti ; hpstmti

hawaiti ::= await hexpi do hcstmti od

hcstmti ::= hassigni hskipi hcifi hcwhilei hccompi

hcifi ::= if hexpi then hcstmti else hcstmti �

hcwhilei ::= while hexpi do hcstmti od

hccompi ::= hcstmti ; hcstmti

Som vanlig i sekvensielle programmer brukes hvari for en variabel og hexpi for et ut-

trykk med konstanter, variable og operasjoner p�a disse. Datatypene som brukes er vanlige,

statiske typer som heltall, boolske og arrayer av disse. Deklarasjoner gj�res ikke eksplisitt

i programmeringsspr�aket, men det er enkelt �a ta dette med om �nskelig. Variable som

refereres til utenfor cobegin: : :coend eller i ere prosesser er felles, mens variable som

bare refereres til i �en prosess er lokale.

Vi antar at alle uttrykk er velde�nerte. Et eksempel p�a et uttrykk som ikke er velde�nert,

er a=b n�ar b = 0. Videre antar vi at at alle funksjoner er totale, dvs. funksjoner som gir

velde�nerte verdier for alle velde�nerte argumenter av riktig type.

N�ar det bare st�ar hvari eller hexpi er det ingen begrensning p�a om variable som brukes er

lokale eller felles. Inne i prosessene �nsker vi�a betrakte hver programsetning som en udelelig

operasjon. Dermed kan det bare tilordnes til �en felles variabel, eller leses �en felles variabel.

Uttrykket hshared expi i BNF-syntaksen inneholder �en referanse til felles variable. Resten

av tilordningssetningen og tester i if/while-setninger skal ikke inneholde noen referanse til

felles variable, og dette uttrykkes som hlocal var i/hlocal expi. Vi kan tillate ere referanser

til felles variable ved �a legge p�a en implisitt kritisk region.

await hexpi do hcstmti od er kritisk region der hexpi er ventebetingelse og hcstmti er

\innmat". En kritisk region implementeres som en udelelig operasjon, s�a her kan vi referere

til s�a mange felles variable vi �nsker p�a en gang. Det er vanskelig �a lage en e�ektiv

implementasjon av denne formen for kritisk region, men reglene for denne konstruksjonen

kan lett tilpasses til den m�aten kritisk region er implementert p�a i praksis. Nesting av

kritiske regioner er ikke tillatt, men dette er heller ikke noe poeng, siden vi allerede har

eksklusiv aksess til samtlige felles variable.

Nestede cobegin: : :coend-setninger er heller ikke tillatt, fordi det kompliserer bevissys-

temet. Det burde imidlertid v�re mulig �a utvide systemet slik at dette kan tillates.

2.2 Hoare-logikk

De bevissystemene jeg ser p�a i denne oppgaven bygger p�a Hoare-logikk slik Hoare de�nerte

den i [Hoa69]. Jeg bruker samme notasjon som i [Dah92], og denne avviker litt fra den Hoare

opprinnelig brukte. Dette er ikke noen innf�ring i Hoare-logikk, bare en rask oppsummering

av hvilke regler jeg skal bruke i denne oppgaven. Se [Dah92] for en grundig innf�ring i emnet.

F�lgende notasjon brukes:

� P
x

e
representerer utsagnet vi f�ar ved �a erstatte alle frie forekomster av variabelen x i

P med uttrykket e.
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2.2. Hoare-logikk

� V [P ] er mengden av frie variable i P hvis P er et utsagn eller mengden av variable

det refereres til i P hvis P er en programsetning.

� W [S] er mengden av variable som tilordnes i programsetningen S.

I Hoare-logikk ser vi p�a utsagn p�a formen

fPgSfQg

der S er en program-setning og P og Q er utsagn i f�rste ordens logikk. Dette utsagnet

kan vi tolke som

Hvis forbetingelsen P holder f�r en eksekvering av programbiten S, og eks-

ekveringen terminerer normalt, s�a vil bakbetingelsen Q holde etter at eks-

ekveringen har terminert.

La x v�re vektoren av variable i programmet, og la �1 og �2 v�re tilstander som gir verdier

til variablene. Et program S kan tolkes som en relasjon over to tilstander i et p�a forh�and

de�nert tilstandsrom. La �1S�2 bety at en eksekvering av S som starter i tilstand �1 kan

terminere normalt i tilstand �2. Da kan meningen av et program uttrykkes mer formelt

som

fPgSfQg , 8�1; �2jP
x

�1
^ �1S�2 ) Q

x

�2

I denne fremstillingen er det tatt med ere regler enn Hoare hadde i sin opprinnelige

artikkel. F�lgende aksiomskjemaer er tatt fra [Dah92]:

AS: fPx

e
gx := efPg

CONS: fPgSfPg for V [P ] \W [S] = ;

SKIP: fPgskipfPg

Fra samme sted har jeg tatt med disse reglene:

SEQ:
fPgS1fQg ; fQgS2fRg

fPgS1;S2fRg

TDIF:
fP ^ egS1fQg ; fP ^ :egS2fQg

fPgif e then S1 else S2 �fQg

WDO:
fI ^ egSfIg

fIgwhile e do S odfI ^ :eg
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Kapittel 2. Bakgrunn

CQL (Left Consequence): P ) P
0
; fP 0gSfQg

fPgSfQg

CQR (Right Consequence): fPgSfQ0g ; Q
0 ) Q

fPgSfQg

CJ (Conjunction): fPgSfQ1g ; fPgSfQ2g

fPgSfQ1 ^ Q2g

DJ (Disjunction): fP1gSfQg ; fP2gSfQg

fP1 _ P2gSfQg

EXST: fPgSfQg

f9zjPgSfQg for fzg \ (V [S][ V [Q]) = ;

UNIV: fPgSfQg

fPgSf8zjQg for fzg \ (V [P ] [ V [S]) = ;

Disse reglene brukes utenfor cobegin: : :coend og n�ar betingelsene ikke refererer til felles

variable. Reglene brukes ogs�a i de delene av en prosess som ikke refererer til felles variable,

og der denne prosessen har eksklusiv aksess til felles variable. Siden tester i if/while-

setninger ikke kan referere til felles variable, kan de tilh�rende reglene brukes direkte i

bevissystemene.

Andre regler enn de som er gitt her, f.eks. for andre konstruksjoner i sekvensielle pro-

grammer kan selvf�lgelig ogs�a brukes. Det er da viktig �a passe p�a at kravet om atomiske

operasjoner overholdes.

Reglene som er gitt her er bare for konstruksjoner i sekvensielle programmer, s�a i tillegg

m�a det gis regler for de programkonstruksjonene som �nnes for parallelle programmer. Jeg

vil senere i denne oppgaven se p�a ere slike regelsett.

2.3 Egenskaper ved bevissystemer

I dette avsnittet vil vi se p�a f�lgende begreper: partiell korrekthet, total korrekthet,

vrangl�as, sunnhet, kompletthet, relativ kompletthet og hierarkisk oppbygging av bevis.
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2.3. Egenskaper ved bevissystemer

2.3.1 Partiell korrekthet, total korrekthet og vrangl�as

�A bevise en spesi�kasjon av et sekvensielt program som de�nert i avsnitt 2.2, kalles �a

bevise partiell korrekthet. Dersom vi ogs�a viser at et program terminerer, kalles det total

korrekthet.

Det kan v�re ere�arsaker til at et parallelt program ikke terminerer. I tillegg til de samme

problemene som vi vil ha for sekvensielle programmer kan et parallelt program g�a i vrangl�as.

Vi bruker f�lgende de�nisjon av total vrangl�as:

Alle prosesser som ikke har terminert er i venting.

I tillegg kan vi ha partiell vrangl�as, der bare en del av prosessene er blokkert. I dette

tilfellet vil hver blokkerte prosess vente p�a en annen prosess som ogs�a er blokkert.

Begrepene partiell og total korrekthet kan generaliseres til ogs�a �a gjelde for parallelle pro-

grammer. Ofte brukes begrepene safety og liveness. Safety-egenskaper brukes for�a uttrykke

at ikke noe galt kan skje, mens liveness-egenskaper brukes for �a uttrykke at noe (riktig) vil

skje.

I f�lge denne de�nisjonen er frav�r av vrangl�as en safety-egenskap, og denne egenskapen

ved et program b�r kunne bevises i et bevissystem for partiell korrekthet.

2.3.2 Sunnhet

For �a veri�sere programmer er det ikke tilstrekkelig �a bruke bare Hoare-logikk. Vi trenger

i tillegg et deduktivt system, og da er det vanlig �a bruke f�rste ordens logikk slik vi gj�r i

konsekvensreglene, LCQ og RCQ. Videre er det n�dvendig med et aksiomsystem for hver

datatype vi bruker. For enkelhets skyld er det vanlig �a anta at vi bare har med datatypen

naturlige tall og at aksiomsystemet er Peano-aritmetikk. Disse resonnementene kan utvides

til ogs�a �a gjelde for andre datatyper.

Litt upresist kan vi si at en tolkning best�ar av et domene, dvs. en mengde av termer, og en

tilordning av verdier til funksjoner/relasjoner over disse. F�lgende notasjon benyttes for

sann, gyldig og bevisbar:

� j=T P | utsagnet P er sant i tolkningen T .

� j= P | utsagnet P er gyldig, dvs. sant i alle tolkninger.

� j BP | utsagnet P kan vises i bevissystemet B.

Sunnhet vil si at alt vi kan vise med bevissystemet er gyldig. Formelt kan sunnhet av et

bevissystem for spesi�kasjon av programmer uttrykkes som

Hvis Aj (H;D)fPgSfQg, s�a j=T fPgSfQg
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Kapittel 2. Bakgrunn

hvor (H;D) er bevissystemet (Hoare-logikk og f�rste ordens logikk), T st�ar for en tolkning

og A er mengden av utsagn som er sanne i T . Siden vi ser p�a naturlige tall vil A inneholde

alle sanne utsagn fra Peano-aritmetikk. Sunnhet b�r v�re et minimumskrav til et bevis-

system, selv om det er lett �a lage gale regler. I litteraturen er det ere eksempler p�a slike

feil, spesielt gjelder dette reglene for prosedyrekall [Coo78].

2.3.3 Kompletthet

Kompletthet er det motsatte av sunnhet, dvs. at alt som er gyldig, kan bevises. Dette kan

formelt uttrykkes slik

Hvis j=T fPgSfQg, s�a Aj (H;D)fPgSfQg

Dessverre er det umulig �a �nne et bevissystem for veri�kasjon av programmer som er

komplett, ogs�a selv om det deduktive systemet i bunnen er komplett.

Vi lar det deduktive systemet best�a av f�rste ordens logikk og Presburger-aritmetikk, og

dette systemet er komplett. Hvis vi ser p�a dette systemet i sammenheng med stoppeprob-

lemet, vil vi �nne ut hvorfor et komplett bevissystem for veri�kasjon av programmer ikke

kan �nnes.

Presburger-aritmetikk er det samme som Peano-aritmetikk uten multiplikasjon. Mengden

av utsagn som kan vises fra aksiomene i Presburger-aritmetikk er rekursivt enumererbar,

dvs. det er mulig �a lage en algoritme som lister opp mengden, og alle elementene vil f�r

eller senere komme med1.

P�a den annen side har vi stoppeproblemet som er uavgj�rbart. Dette inneb�rer at mengden

av programmer p�a formen fPgSffalseg ikke er rekursivt enumererbar. Hvis denne mengden

var rekursivt enumererbar, ville vi ha en l�sning p�a stoppeproblemet. For�a �nne ut om et

gitt program ikke stopper, kunne vi bare liste opp alle programmer som ikke stopper, og

f�r eller senere ville vi komme til det spesielle programmet.

Siden denne mengden ikke er rekursivt enumererbar vil det ikke v�re mulig �a lage et

bevissystem basert p�a f�rste ordens logikk og Presburger-aritmetikk, som kan bevise alle

programmer p�a formen fPgSffalseg. Vi kan alts�a ikke �nne et komplett bevissystem

basert p�a dette deduktive systemet.

2.3.4 Relativ kompletthet

Heldigvis kan vi likevel si noe om kompletthet. Cook [Coo78] tar utgangspunkt i en interpre-

tiv modell og de�nerer kompletthet relativt til denne. Dette kaller han relativ kompletthet,

men denne formen for kompletthet kalles ogs�a Cook-kompletthet i litteraturen.

En betingelse for relativ kompletthet hos Cook er at vi kan uttrykke sterke nok betingelser.

Dersom det for en gitt tolkning og en gitt klasse programmer for enhver forbetingelse, P ,

og enhver programbit, S, er mulig �a formulere bakbetingelsen, Q, i spr�aket v�art, sier vi at

spr�aket er uttrykksfullt (expressive) relativt til tolkning og klassen av programmer.

1Mengden av naturlige tall er rekursivt enumererbar.
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2.3. Egenskaper ved bevissystemer

Anta at vi har en tolkning, en klasse av programmer og et spr�ak som er uttrykksfullt

relativt til tolkningen og klassen av programmer. Et bevissystem er relativt komplett hvis

vi for hver slik tolkning kan bevise mengden av programmer som er sanne i tolkningen,

med utsagn som kan bevises fra teorien som antagelse.

De tolkninger som gir uttrykksfullhet for det spr�aket vi ser p�a vil for Peano-aritmetikk v�re

standardmodellen2 eller en tolkning der domenet er en endelig delmengde av de naturlige

tallene.

Relativ kompletthet kan dermed uttrykkes som

Hvis j=T0
fPgSfQg, s�a Aj (H;D)fPgSfQg

der T0 er standardmodellen for Peano-aritmetikk, eventuelt en annen tolkning som gir

uttrykksfullhet.

Denne fremstillingen er sv�rt kort. I [Apt81] er det gitt en mer detaljert fremstilling, og der

bevises sunnhet/kompletthet for ere programkonstruksjoner for sekvensielle programmer.

2.3.5 Hierarkisk oppbygging av bevis

Et program i det spr�aket vi ser p�a vil v�re bygget opp av delprogrammer. Det er �nskelig

�a kunne benytte den strukturen dette gir i beviset av programmet. Dette �nsket kan

formuleres som prinsippet om hierarkisk oppbygging av bevis (principle of compositional

program veri�cation), se f.eks. [Zwi89]:

\Spesi�kasjonen av et program b�r kunne bevises utfra spesi�kasjonene av de

syntaktiske delene av programmet, uten at det skal v�re n�dvendig �a kjenne

innmaten i disse delene."

Dette inneb�rer at vi kan bevise en isolert del av programmet av gangen, og det blir enklere

�a lage et bevis som er hierarkisk oppbygget enn et som ikke er det. Spesielt tydelig blir

dette hvis vi ser p�a parallelle programmer der kompleksiteten av bevis kan bli sv�rt stor.

I beviset av en prosess kan vi bruke betingelser om globale tilstander, men vi kan ikke

bruke lokale betingelser fra en annen prosess, for at kravet om hierarkisk oppbygging skal

v�re overholdt.

All spesi�kasjon kan v�re i en global invariant, som inneholder all informasjon om alle

prosesser. Dette vil ikke gi noen reduksjon i kompleksiteten i spesi�kasjonen av delene i

forhold til spesi�kasjonen av hele programmet, s�a kravet ovenfor kan med fordel forsterkes.

Ideelt sett �nsker vi oss at kompleksiteten av beviset av hele programmet skal v�re av

samme orden som summen av kompleksitetene av bevisene for hver prosess, ikke av samme

orden som produktet. Det kan virke som dette kravet er noe sterkt, men vi b�r kunne

ha noe reduksjon i kompleksitet av delbevisene for en prosess i forhold til beviset av hele

programmet.

2Standardmodellen for de naturlige tallene skiller seg fra en ikke-standardmodell ved m�aten1, uendelig,

behandles p�a.
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Kapittel 2. Bakgrunn

2.3.6 Mytiske variable

Mytiske variable er variable som tas med i et program bare for �a lette gjennomf�ringen av

et bevis. Slike variable vil ikke bidra noe til resultatet av programutf�relsen, og som et

siste skritt i beviset av et program kan de derfor fjernes. Mytiske variable kan ikke brukes

p�a h�yre side i en tilordning til programvariable, siden dette vil ha e�ekt for resultat av

programmet. I en tilordning til mytiske variable trenger vi imidlertid ikke�a ta slike hensyn.

For �a f�a relativ kompletthet av et bevissystem for parallelle programmer m�a vi kunne

uttrykke tilstrekkelig sterke betingelser. Inne i parallelle prosesser er det n�dvendig med

mytiske variable for �a f�a til dette. En av de f�rste som brukte dette i et bevis var Brinch

Hansen [Bri73]. I [Owi75] vises det at det er n�dvendig �a ta med mytiske variable for �a f�a

kompletthet av et bevissystem.

Det er ere muligheter for hva slags mytiske variable vi kan bruke. F.eks. er det i [Owi75]

opp til den som veri�serer et program�a velge riktige mytiske variable selv, og det er gitt

en generell regel for h�andtering av mytiske variable. Dersom disse mytiske variablene skal

endre verdi i l�pet av programmet, m�a brukeren selv skrive mytiske programsetninger for

�a oppdatere variablene.

Ofte er det imidlertid vanlig at de mytiske variablene er en del av det formelle systemet,

og at det ikke er n�dvendig med mere mytisk informasjon enn det som er innbakt i sys-

temet. Dette er tilfelle i de bevissystemene jeg ser p�a i denne oppgaven. Her brukes

historiesekvenser som tar vare p�a informasjon om hva som er skjedd med de felles variab-

lene.

2.4 Historiesekvenser brukt i System 1, 2 og 3

I dette avsnittet presenteres de mytiske variablene som brukes i bevissystemene i denne

oppgaven. De er en del av bevissystemet, og en bruker trenger ikke tenke p�a �a skrive kode

for �a oppdatere dem.

2.4.1 Sekvenser

Siden sekvenser er viet s�a mye oppmerksomhet i denne fremstillingen, vil jeg kort oppsum-

mere de funksjonene for sekvenser som benyttes i denne oppgaven:

� " | den tomme sekvensen

� hx1; : : : ; xni | sekvensen med elementene x1,: : : ,xn

� q`x | legg til et element til h�yre i en sekvens

� xa q | legg til et element til venstre i en sekvens

� q àr | konkatener to sekvenser

� #q | lengden av en sekvens
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2.4. Historiesekvenser brukt i System 1, 2 og 3

� rt(q) | right term, h�yre element av en sekvens

� q[i] | indeksering, element nr. i fra en sekvens

� q[i:j] | delsekvens, f.o.m. element nr. i t.o.m. element nr. j3

� q=m | projeksjon p�a en mengde m. Resultatet av denne er en sekvens med kun de

elementene som ogs�a �nnes i m

En fullstendig de�nisjon av disse funksjonene �nnes i [Dah92], og der �nnes ogs�a de�nisjo-

nen av f�lgende predikat:

� q head r | q er en headsekvens (pre�ks) av r

og et predikat for etting av to sekvenser, som jeg bruker denne generelle varianten av:

� q ismerge q1; : : : ; qn | q er en etting av sekvensene q1; : : : ; qn

En etting av sekvenser vil si at i uttrykket over vil q inneholde alle elementene fra

sekvensene q1; : : : ; qn. Rekkef�lgen av elementene i sekvensen qi, (i = 1; : : : ; n), vil v�re

den samme som i q n�ar vi ser bort fra elementer de andre sekvensene er opphav til.

2.4.2 Lokale historiesekvenser

Vi skal se hvordan vi kan ta vare p�a all informasjon om manipulering med felles variable

sett fra �en prosess. En slik historiesekvens hi kalles lokal fordi den h�rer sammen med

prosess i og inneholder det vi kan vite lokalt i denne prosessen. Den kan best�a av f�lgende

typer av elementer:

� (!j; e) | tilordnet verdien e til variabelen rj

� (?j; e) | lest verdien e fra variabelen rj

� (??r) | inngang til kritisk region, lest vektoren av verdier r fra variablene

� (!!r) | utgang av kritisk region, tilordnet vektoren av verdier r til variablene

!j og ?j er navn som konstrueres utfra indeksen til variabel rj i vektoren av felles variable.

De brukes bare som konstanter i en historiesekvens for �a angi hvilken variabel som er

tilordnet/lest, og de vil ikke bli endret ved anvendelse av Hoare-regler.

En kritisk region kan vi tenke p�a som at alle variable leses ved starten av den. Deretter

kan alle felles variable leses/tilordnes fritt uten at dette avleires i historiesekvensen, og til

slutt har vi en tilordning til alle variablene.

La x og y v�re felles variable og v lokal variabel i prosess P1 i f�lgende eksempel:

3I [Dah92] er denne de�nert slik at i:j kan erstattes av en vilk�arlig sekvens av naturlige tall.
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Kapittel 2. Bakgrunn

x := 0;

y := 0;

cobegin

P1 :: x := 3;

v := y

k
P2 :: await x = 3 do

x := y + 1

od

coend

Det vil alltid v�re en de�nert ordning av variablene. I sekvensene i dette eksemplet lar vi

x ha indeks 1 og y indeks 2 i vektoren av felles variable.

Vi vet f�lgende om hvordan de lokale historiesekvensene h1 og h2 ser ut p�a slutten av hver

prosess (men f�r coend) i en eksekvering av dette programmet:

� h1 = h(!1; 3); (?2; y)i | Vi kan ikke vite hvilken verdi som ble lest i andre element

(uten�a se p�a resten av programmet). I praksis vil det by p�a problemer�a bruke y inne

i en historiesekvens. Hvis y f�ar en ny verdi senere i prosessen, vil historiesekvensen

v�re gal.

� h2 = h(??(3; y)); (!!(y+ 1; y))i | Her vet vi at verdien av y i andre element er den

samme som den som ble lest i f�rste element, og verdien av x i andre element er

verdien av y fra f�rste element pluss 1.

Som sagt kan vi ikke vite lokalt i en prosess hvilke verdier som blir lest fra de felles variablene

i dette eksemplet, selv om vi lett ser hvilke verdier det dreier seg om ved �a se p�a hele

programmet. Informasjonen i lokale historiesekvenser skal bare inneholde det vi vet lokalt i

en prosess. Etter coend kan vi imidlertid se p�a alle historiesekvensene og �nne ut hvordan

en etting av dem m�a v�re. Da kan vi ogs�a �nne de manglende verdiene.

2.4.3 Globale historiesekvenser

Istedenfor �a se p�a informasjonen lokalt, kan vi se p�a alle prosessene og konstruere en

global historiesekvens, som tar med all n�dvendig informasjon fra alle prosessene. F�lgende

elementer kan �nnes i en global historiesekvens h:

� (i!j; e) | prosess i har tilordnet verdien e til variabelen rj

� (i?j) | prosess i har lest variabelen rj . Verdien blir ikke tatt vare p�a

� (i!!r) | utgang fra kritisk region, prosess i har tilordnet vektoren av verdier r til alle

variablene

Merk at vi her tar med i, prosessidenti�kasjon for prosess Pi, slik at vi f�ar med informasjon

om hvilken prosess som gjorde hva. Det er ingen verdi-del i ?-elementet, bare angivelse av
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2.4. Historiesekvenser brukt i System 1, 2 og 3

hvilken variabel som ble lest. Dette er fordi vi kan �nne verdien ved �a se tilbake til siste

tilordning, eventuelt initialverdien, i en global historiesekvens. ??-elementet er ogs�a fjernet,

fordi verdiene som ble lest kan �nnes ved �a se p�a resten av sekvensen. Slik kritisk region

er de�nert vet vi at et ??-element skal etterf�lges av et tilh�rende !!-element.

For �a �nne verdien av en variabel i en historiesekvens kan vi bruke f�lgende funksjon:

finalj(q) = rt((!!r0a q):valuesj)

der valuesj plukker ut verdidelen av de elementene som refererer til rj , og r0 er vektoren av

variablenes initialverdier. Hvis vi bruker finalj p�a en global historiesekvens, vil vi f�a den

verdien som sist er tilordnet til rj av en av prosessene, alts�a den riktige verdien. Brukes den

p�a en lokal sekvens f�ar vi den siste verdien som er lest eller tilordnet av denne prosessen.

Dette er ikke n�dvendigvis den verdien variabelen har i �yeblikket.

All informasjonen som bare er implisitt i h, kan gj�res eksplisitt ved �a bruke funksjonen

expl, de�nert som f�lger:

expl(") = "

expl(q`(i?j)) = expl(q)`(i?j; finalj(q))
expl(q`(i!j; a)) = expl(q)`(i!j; a)
expl(q`(i!!::aj::)) = expl(q)`(i??::finalj(q)::)`(i!!::aj::)

For �a konstruere en lokal historiesekvens hi, fra en global kan vi bruke en funksjon

locali(q), som er expl(q)=i med prosessidenti�kasjonen i fjernet fra hvert element.

der expl(q)=i betyr sekvensen av elementer fra expl(q) som har prosessidenti�kasjon i.

Eksemplet over vil gi f�lgende to muligheter for den globale historiesekvensen, slik at h1 =

local1(h) og h2 = local2(h):

� h = h(1!1; 3); (1?2); (2!!(1; 0))i

� h = h(1!1; 3); (2!!(1; 0)); (1?2)i

Merk at sekvensen m�a begynne med elementet (1!1; 3) p�a grunn av ventebetingelsen i

await-setningen.

Fra disse mulige h'ene, initialverdiene til variablene og funksjonene de�nert over kan vi

konstruere lokale historiesekvenser, og i disse vil vi vite hvilke verdier som kan v�re lest

(og dermed tilordnet etterp�a) i hver prosess.

All informasjon som er tilgjengelig kan samles i en global historiesekvens, som beskrevet

over. Imidlertid er dette sv�rt mye �a holde rede p�a. Ofte har vi ikke s�a mye informasjon

som i eksemplet over, og ofte kan vi �nske �a ikke v�re n�dt til �a spesi�sere hele historien.

F�lgende kortnotasjon brukes for �a projisere historiesekvensene h eller hi p�a en passende

mengde av elementer:

� q=! | projeksjon p�a elementer som har med tilordning �a gj�re, !j- og !!-elementer
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� q=? | projeksjon p�a ?j- og ??-elementer

� q=!j | er en forkortelse for (q=!):valuesj, dvs. verdidelen av de elementene som har

som e�ekt tilordning til variabelen rj

� q=?j | forkortelse for (q=?):valuesj, dvs. verdidelen av elementene for lesing av

variabelen rj

� q=i | projeksjon p�a elementer som tilsvarer en operasjon utf�rt av prosess i

2.4.4 Oppsplittede historiesekvenser

Vi kan splitte historiesekvensene hi og h opp i ere sekvenser som hver inneholder mindre

informasjon, men som tilsammen er ekvivalent med de historiesekvensene som er introdusert

s�a langt.

For hver variabel kan vi lage �en sekvens av tilordnete verdier og �en sekvens av leste verdier.

For ikke �a miste informasjon under oppsplittingen m�a vi ogs�a ha en sekvens som holder

rede p�a rekkef�lgen de ulike operasjonene er utf�rt i. Globalt m�a denne ogs�a inneholde

prosessidenti�kasjon for at all informasjon skal v�re tilgjengelig.

For m felles variable f�ar vi f�lgende 2 �m + 1 sekvenser som en lokal historiesekvens, hi,

kan splittes opp i:

� !rj | hi=!j, en sekvens for hver variabel rj , som inneholder de verdiene som er

tilordnet til denne variabelen

� ?rj | hi=?j, en sekvens for hver variabel rj med verdier som er lest

� � | en sekvens for hele prosessen, som inneholder rekkef�lgen de ulike operasjonene

er utf�rt i, dvs. elementer av typen !j1, ?j3, ?? og !!

Den globale historiesekvensen med ?-informasjonen eksplisitt, expl(h), deles opp i til-

svarende 2 �m+ 1 sekvenser. For �a bevare all informasjon m�a � inneholde prosessidenti-

�kasjon ogs�a, dvs. elementer av typen 3!j4, 2?j1, 2?? og 1!!.

Dette gir to sett med sekvensvariable med identiske navn i de to settene. Vi kan tillate

�a snakke om de lokale variablene globalt, og for �a unng�a navnekonikt, pre�kses de med

prosessnavn, Pi.

Vi ser nok en gang p�a det samme eksemplet. Dette vil gi f�lgende lokale, oppsplittede

sekvenser for prosess P1:

� !x = h3i

� ?x = "

� !y = "
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2.4. Historiesekvenser brukt i System 1, 2 og 3

� ?y = hyi| lokalt kan vi ikke vite hvilken verdi som ble lest, og som nevnt i eksemplet

med hi kan det v�re dumt �a bruke y i spesi�kasjonen av historiesekvensen. Derfor

vil vi ofte bare si #?y = 1.

� � = h!1; ?2i

og vi vet f�lgende om sekvensene for prosess P2:

� !x = hyi | vi vet ikke hvilken verdi som ble tilordnet, bare at denne er lik y som ble

lest ved inngang til kritisk region, og ikke er endret enn�a.

� ?x = h3i

� !y = hy + 1i

� ?y = hyi

� � = h??; !!i

Som n�ar vi hadde hele historien samlet i en sekvens kan vi vite sammenhengen mellom

verdiene som ble lest og tilordnet i await-setningen: !y[1] = ?y[1] og !x[1] = ?y[1] + 1. Det

er bedre�a bruke dette i spesi�kasjonen sammen med informasjon om lengden av sekvensene

enn �a referere til y.

Vi f�ar f�lgende globale sekvenser:

� !x = h3; 1i

� ?x = h3i

� !y = h0i

� ?y = h0; 0i

� � = h1!1; 1?2; 2??; 2!!i eller � = h1!1; 2??; 2!!; 1?2i

Legg merke til at elementet 2?? skal matche med et element fra begge ?-sekvenser, siden

inngang til kritisk region kan ses p�a som lesing av alle felles variable. For 2!! m�a vi ha et

matchende element i hver !-sekvens.

Vi vet ogs�a f�lgende om de lokale sekvensene, sett fra et globalt synspunkt:

� P1!x = h3i

� P1?x = "

� P1!y = "

� P1?y = h0i

� P1:� = h!1; ?2i
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� P2!x = h1i

� P2?x = h3i

� P2!y = h0i

� P2?y = h0i

� P2:� = h??; !!i

De historiesekvensene som er presentert i dette avsnittet inneholder sv�rt mye informasjon.

Faktisk er mye av denne informasjonen over�dig. Som vi skal se senere i oppgaven klarer

vi oss med en delmengde av de oppsplittede sekvensene som eneste mytiske variable, uten

at vi mister kompletthet av bevissystemet.

2.5 System 1: Bevissystem uten global invariant

Det f�rste bevissystemet fra [Owe92] bygger p�a en modell for parallelle programmer. I

denne modellen vil operasjoner p�a felles variable ha sidee�ekt p�a historievariable, hi, som

beskrevet i forrige avsnitt. I tillegg er det i modellen tatt hensyn til ikke-determinismen vi

har ved lesing og inngang til kritisk region. Ved coend ettes de lokale historiesekvensene

sammen til en global sekvens.

Bevissystemet er sunt og komplett relativt til denne modellen. Med den regelen for parallell

sammensetning som vi har i dette bevissystemet trenger vi i beviset av en prosess ikke �a

ta hensyn til hva en annen prosess gj�r. Dermed tillater systemet hierarkisk oppbygging

av bevis.

2.5.1 Regler

Tilordning til felles variabel:

T1: fQ
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
grj := efQg

Vi ser at i denne regelen endres rj som vanlig for tilordningsregler. I tillegg er sidee�ekten

at hi utvides med elementet (!j; e) tatt med.

Lesing av felles variabel:

L1: f8rj jQ
v;

ej;

hi

hi`(?j;rj)
gv := ejfQg

der rj er den felles variabelen som nevnes i uttrykket ej . I denne regelen oppdateres hi,

og i tillegg er ikke-determinismen ved at vi ikke kan vite hvilken verdi som er lest, fanget

inn med en 8-kvantor. Dette inneb�rer at vi lokalt ikke kan anta noe om verdien av en

variabel vi er i ferd med �a lese. Siden dette er en felles variabel kan den v�re endret av en

annen prosess like f�r denne prosessen leser den.
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2.6. System 2: Bevissystem med global invariant

Kritisk region:

K1:
fPgSfQhi

hi`(!!r)
g

f8rje) P
hi

hi`(??r)
gawait e do S odfQg

Ventebetingelsen e m�a v�re sann i det vi g�ar inn i kritisk region, og dermed kan vi anta

denne i beviset. Siden alle variable leses, m�a vi ha en 8-kvantor for hele vektoren av felles

variable.

Parallell sammensetning:

P1:
fPigSifQig

fr=r0
V
i
Pi

hi
" gcobegin S1 k � � � k Sn coendf9hj

V
i
Qi

V
j
rj=finalj(h)g

for alle i = 1; : : : ; n. Qi er (Qi

::rj::

::f inalj(hi)::
)hi
locali(h)

, og r0 er vektoren av startverdiene til

variablene. Historiesekvensene skal v�re tomme ved cobegin. Samme sted kan vi anta

at variablene har initialverdien r0. Vektoren av initialverdier brukes som tidligere nevnt i

funksjonen finalj for �a �nne verdien av en variabel gitt en historiesekvens. Denne funksjo-

nen brukes etter coend for�a gi verdien av de felles variablene. Etter coend er alle de lokale

forekomster av felles variable erstattet av finalj(hi) siden det ikke gir mening �a snakke om

lokale verdier for felles variable p�a dette stedet. Videre ettes historiesekvensene sammen

til en global historiesekvens h, og denne globale sekvensen skjules med en 9-kvantor, siden
vi ikke �nsker mytiske variable utenfor cobegin: : :coend.

Variable som er lokale i en prosess, skulle egentlig ha v�rt deklarert eksplisitt. Vi antar

isteden at vi har en implisitt deklarasjonssetning i starten av Si og en konstruksjon som

terminerer skopet til de lokale variablene p�a slutten. Ved �a bruke en Hoare-regel for vari-

abeldeklarasjoner, ser vi at lokale variable vil skjules av en 8-kvantor i Pi og av en 9-kvantor
i Qi.

2.6 System 2: Bevissystem med global invariant

I bevissystemet som ble presentert i forrige avsnitt ble beviset for hver prosess utf�rt kun

med kunnskap om denne prosessen vi for �yeblikket s�a p�a. F�rst p�a slutten ble de ulike

sekvensen koblet sammen, og vi s�a der p�a hele den globale historien.

Isteden kan det v�re �nskelig �a kunne anta noe om de andre prosessene ogs�a under beviset

lokalt for en prosess. Dette kan gj�res som i [Owe92], ved�a innf�re en global invariant, som

bestandig skal v�re sann. Denne kan da antas et hvilket som helst sted i prosessene, men

samtidig m�a vi forsikre oss om at det ikke utf�res noen programsetninger som �delegger

invarianten.

Dette bevissystemet er ogs�a sunt og komplett relativt til modellen, og det tillater at be-

vis bygges opp hierarkisk. Systemet har den fordelen fremfor System 1 at det blir ere

muligheter for hvordan vi kan utf�re beviset av et program. Vi kan fortsatt la all infor-

masjonen ligge i de lokale betingelsene, men i stedet l�nner det seg ofte�a bruke den globale

invarianten for �a spesi�sere hvordan de ulike prosessene samhandler.
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Vi bruker f�lgende notasjon

(I)fPgSfQg

som betyr

Hvis I og P holder f�r S, og S terminerer, vil I og Q holde etter at S har

terminert, s�afremt alle andre prosesser s�rger for �a vedlikeholde I .

I de lokale betingelsene kan vi bare se p�a den lokale historiesekvensen hi for denne prosessen

og lokale utgaver av felles variable.

I den globale invarianten ser vi imidlertid p�a alle prosessenes historie h og global verdi for

felles variable. Her kan vi selvsagt ikke referere til lokale variable.

For �a kunne se p�a b�ade lokale og globale betingelser de�nerer vi f�rst noen utsagn om

sammenhengen mellom lokale og globale sekvenser/verdier.

Den lokale verdien av en variabel er den siste som er tilordnet eller lest av denne prosessen.

Dette vil v�re avleiret i hi:

Ri ,
V
j
rj=finalj(hi)

Den globale verdien av en variabel er den siste verdien som en av prosessene har gitt den,

og denne vil �nnes i h:

R ,
V
j
rj=finalj(h)

Det er naturligvis en sammenheng mellom hvordan lokale og globale historiesekvenser kan

se ut p�a et gitt sted i programmet.

Hi , hi= locali(h)

Disse sammenhengene bruker vi for �a f�a en global betingelse, gitt en lokal:

Gi[P ] , R ^ 9r; hijRi ^Hi ^ P

og motsatt for �a f�a en lokal betingelse fra en global:

Li[P ] , Ri ^ 9r; hjR ^Hi ^ P

I noen tilfeller kan vi postulere at h og hi gir samme verdi for rj . Da kan vi bruke en

sterkere variant av disse operatorene, G
j

i
og L

j

i
der j betyr at 9-kvantoren kan sl�yfes for

rj .

For hver regel m�a vi n�a, som i forrige avsnitt, vise de lokale betingelsene. N�a f�ar vi lov �a

anta en lokalisert utgave av den globale invarianten ogs�a.

I tillegg m�a det vises at den globale invarianten vedlikeholdes. Siden denne bare inneholder

variable som har relevans for de felles variable, er det bare n�dvendig �a vise dette for

programsetninger som faktisk manipulerer de felles variable. I et slikt bevis kan vi anta

b�ade den globale invarianten og en globalisert utgave av den lokale forbetingelsen.
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2.6. System 2: Bevissystem med global invariant

2.6.1 Regler

Tilordning til felles variabel:

T2:
P ^ Li[I ]) Q

rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
; I ^Gi[P ]) I

rj;

e;
h

h`(i!j;e)

(I)fPgrj := efQg

F�rste premiss i denne regelen tilsvarer aksiomskjemaet i System 1. Beviset for at den

globale invarianten vedlikeholdes svarer til andre premiss.

Lesing av felles variabel:

L2:
P ^ L

j

i
[I ]) Q

v;

ej ;

hi

hi`(?j;rj)
; I ^G

j

i
[P ]) I

h

h`(i?j)

(I)f8rj jPgv := ejfQg

der rj er den felles variabelen som nevnes i uttrykket ej . Her har vi ogs�a en premiss for

lokale betingelser og en for globale som i regelen for tilordning til felles variabel.

Kritisk region:

K2:
fe ^ I ^ P ^R ^RigSf(Hi ) Q ^ I)

h;

h`(i!!r);
hi

hi`(!!r)
g

(I)f8rjPhi

hi`(??r)
gawait e do S odfQg

Siden inngang til kritisk region tilsvarer at denne prosessen leser alle variablene, vil vi ha

samme verdier lokalt og globalt for alle variablene. Vi kan se p�a lokale og globale betingelser

p�a samme niv�a uten�a bruke Li og Gi, og derfor trenger vi bare �en premiss i denne regelen.

Fordi vi ser p�a kritisk region som en atomisk operasjon er det ikke n�dvendig at invarianten

er sann hele tiden i S.

Parallell sammensetning:

P2:
(I)fPigSifQig

fIh
"
^ r=r0

V
i
Pi

hi
" gcobegin S1 k � � � k Sn coendf9hjI

V
i
Gi[Qi]g

for alle i=1; : : : ; n. Vi ser at historiesekvensene skal v�re tomme i alle utsagn f�r cobegin

og at vi etter coend ser p�a globale betingelser. Ogs�a i denne regelen vil forekomster av

lokale variable i Pi og Qi v�re implisitt kvantorisert vekk. Utenfor cobegin: : :coend vil

det dermed bare v�re frie forekomster av felles variable, siden de mytiske variablene ogs�a

fjernes.

Vi har ogs�a disse reglene:

fPgSfQg

(I)fPgSfQg for frg \ V [S] = ;

Dersom S ikke refererer til felles variable vil den ikke �delegge den globale invarianten.
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Kapittel 2. Bakgrunn

(I)fPgS1fQg ; (I)fQgS2fRg

(I)fPgS1;S2fRg

Dersom invarianten vedlikeholdes over to programsetninger, vil den ogs�a vedlikeholdes over

den sekvensielle sammensetningen av dem.

(I)fPgSfQg

(I)fLi[I ]) PgSfLi[I ]^Qg

Vi kan alltid anta en lokal utgave av den globale invarianten i den lokale delen av et bevis.

2.7 Andre arbeider

Sv�rt mange bevissystemer er foresl�att for parallelle programmer. Felles for mange av dem

er at de bygger p�a Hoare-logikk [Hoa69]. Et slikt bevissystem vil aldri kunne v�re komplett,

s�a komplett vil i dette avsnittet bety relativt komplett. F�rst ser vi p�a bevissystemer der

det ikke n�dvendigvis er gitt hvordan frav�r av vrangl�as skal bevises.

2.7.1 Felles variable

Et av de f�rste forslagene kom fra Hoare [Hoa72]. I dette systemet gis en regel for par-

allell sammensetning, der for- og bakbetingelsen til hele programmet er konjunksjonen av

betingelsene for hver enkelt prosess og en ressursinvariant. Det forutsettes at endring av

felles variable foreg�ar inne i en kritisk region med hensyn p�a denne variabelen, og felles

variable kan bare nevnes i ressursinvarianten. Disse reglene er dermed ikke sterke nok i

mange tilfeller.

I [Owi75] �nner vi et komplett bevissystem for parallelle programmer med felles variable.

Det er ikke n�dvendig at prosessene er disjunkte, men det kreves et bevis for at hver

setning i en prosess ikke �delegger beviset for de andre prosessene. Dette kalles bevis av

ikke-interferens. For �a gjennomf�re et slikt bevis m�a vi ved beviset av en prosess vite

hvordan de andre prosessene implementeres, og dette bevissystemet er alts�a ikke egnet til

hierarkisk oppbygging av bevis. Det vises at mytiske variable eller en lignende utvidelse er

n�dvendig for�a ha et komplett bevissystem. Derfor gis det en generell regel for h�andtering

av mytiske variable, men det er ikke spesi�sert hva slags mytiske variable som skal brukes.

[Ash75] bygger p�a Floyds metode for sekvensielle programmer [Flo67], der programmer

representeres som ytdiagrammer, og det settes en betingelse p�a hver pil i diagrammet.

I dette systemet brukes en global betingelse som m�a overholdes av hver programsetning,

og det m�a vises at denne impliserer hver lokale betingelse i programmet. I motsetning

til Hoare-logikk er ikke Floyds metode egnet til hierarkisk oppbygging av bevis selv for

sekvensielle programmer. Dermed vil heller ikke dette systemet for parallelle programmer

[Ash75] v�re egnet til det.

I [Lam80] gis et bevissystem som ligner sv�rt p�a [Owi75]. Regelen for parallell sammenset-

ning settes opp slik at det m�a vises at en betingelse holder for hele programmet. I dette
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2.7. Andre arbeider

beviset vises ogs�a implisitt ikke-interferens via denne betingelsen. Bevissystemet kan brukes

til hierarkisk oppbygging av beviser hvis vi sier at det da er tilstrekkelig �a f�a spesi�kasjo-

nen av hele programmet fra spesi�kasjonen av prosessene. Imidlertid blir dette sv�rt tunge

bevis siden spesi�kasjonen er den samme for hele programmet, som for hver enkelt prosess.

Vi f�ar ingen reduksjon i kompleksiteten av betingelsene i delbevisene. I dette bevissys-

temet brukes det kontrollpredikater (at, in, after) istedenfor mytiske variable. Dette gj�r

at bevissystemet blir noks�a komplisert.

I [Jon83] presenteres et bevissystem som i tillegg til for- og bakbetingelser har rely- og

guarantee-betingelser. Disse uttrykker hhv. hva en prosess kan stole p�a at omgivelsene

overholder og hva prosessen garanterer at den vil overholde. Systemet er egnet til hierarkisk

oppbygging av bevis. Det brukes ikke mytiske variable i dette systemet, men man kan

spesi�sere at en variabel har hatt en bestemt verdi. Det er ikke vist at bevissystemet er

komplett.

[Sti88] bygger p�a [Jon83], men istedenfor enkle rely- og guarantee-betingelser brukes meng-

der av betingelser i denne delen av spesi�kasjonen. Det brukes mytiske variable som i

[Owi75], og det vises sunnhet og kompletthet av systemet.

I [St�91] utvides Jones' metode med en wait-betingelse i tillegg til for-, bak-, rely- og

guarantee-betingelsene. Denne wait-betingelsen uttrykker n�ar prosessen kan blokkeres.

Det er ogs�a tatt med vilk�arlige mytiske variable i dette bevissystemet. Systemet er sunt og

komplett.

I [Sou84] brukes historievariable for hver prosess, og i disse variablene tas det vare p�a in-

formasjon om hvilke operasjoner prosessen har utf�rt. Dette er mytiske variable, men de er

en del av bevissystemet. Det er ikke n�dvendig med ere mytiske variable i konstruksjonen

av et bevis av et program, s�a man slipper �a m�atte implementere mytiske variable som en

del av programmet. Som en del av regelen for parallell sammensetning ettes de lokale

historiene sammen. De m�a da oppfylle et kompatibilitetspredikat som kan v�re noe tungt

�a vise. Videre er det ikke tillatt �a referere til felles variable i betingelsene i et bevis. Dette

kan virke som en un�dvendig begrensning. Systemet er egnet til hierarkisk oppbygging av

bevis siden endring i implementasjonen av en prosess bare vil ha e�ekt for beviset av denne

prosessen og spesi�kasjonen av hele programmet.

Som nevnt tidligere bygger denne oppgaven p�a [Owe92], som igjen bygger p�a [Sou84]. I

[Owe92] er ikke kompatibilitetspredikatet eksplisitt brukt. Imidlertid kan det ogs�a i dette

systemet bli noks�a kompliserte resonnementer om ettinger av historiesekvenser. Det som

er gjort her ligner mer p�a [Mel86a] som beskrives i neste avsnitt. I [Owe92] tillates ogs�a

referanser til felles variable i betingelsene.

I [D�h87] introduseres globale historiesekvenser og global invariant. Kompatibilitets-

predikatet for historiesekvensene ved coend er med i dette bevissystemet ogs�a. Systemet

utvides til ogs�a �a omfatte progresjon. Dette arbeidet bygger p�a [Sou84, Mel86a].

I [GMK89] inkluderes predikater i historiene. Fortsatt brukes kompatibilitetspredikat, men

det er enklere�a f�a det til�a implisere �nsket bakbetingelse for programmet fordi informasjon

om verdien av predikater er tatt med.

Ikke alle bevissystemer bygger s�a direkte p�a Hoare-logikk. I [MP84] brukes temporal logikk

for�a vise total korrekthet av programmer. Det ses p�a sekvenser av tilstander, og betingelser
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kan referere til andre tilstander i programmet. Til dette innf�res det temporale operatorer.

Av de viktigste kan nevnes always som inneb�rer at det etterf�lgende utsagn alltid skal

v�re sant og eventually der det etterf�lgende utsagn skal v�re sant for en tilstand senere

i programmet. I tillegg brukes ogs�a et kontrollpredikat at som holder rede p�a hvor pro-

gramkontrollen er. Den delen av systemet som brukes for �a vise partiell korrekthet ligner

p�a [Lam80] der det m�a vises at alle deler av programmet vedlikeholder en invariant.

Av andre bevissystemer kan ogs�a nevnes [FS81], der et parallelt program transformeres til

et ikke-deterministisk program som bevises p�a lignende vis som i [Dij76]. Imidlertid gis det

ikke generelle regler for en slik transformasjon, s�a systemet blir vanskelig �a bruke.

2.7.2 Kommunikasjon via kanaler

Parallelt med utviklingen av bevissystemer for programmermed felles variable, har det ogs�a

blitt laget systemer for �a bevise programmer der prosessene kommuniserer via kanaler. I

f.eks. CSP (Communicating Sequential Processes) [Hoa78] foreg�ar samhandlinger mellom

prosessene p�a denne m�aten. Utviklingen av disse bevissystemene har blitt p�avirket av

eksisterende systemer for felles variable og omvendt, uten at det nevnes eksplisitt for hvert

system.

I [AFdR80] er det ikke gitt i bevissystemet som egen regel hvordan betingelsene skal v�re i

forbindelse med en kommuniksajonssetning. For at systemet skal v�re sunt m�a det derfor

bevises at prosessene cooperates, og til dette form�al introduseres en global invariant, som

m�a vedlikeholdes. Et bevis av cooperation vil tilsvare Owickis bevis av ikke-interferens.

Dermed st�tter ikke bevissystemet hierarkisk oppbygging av bevis. Som i Owickis system

brukes mytiske variable for �a f�a kompletthet, og disse m�a implementeres av brukeren av

systemet. At bevissystemet er sunt og komplett vises i [Apt83], og der indikeres det hvordan

systemet kan utvides til �a h�andtere total korrekthet.

Et bevissystem for total korrekthet �nnes i [LG81]. Som i [AFdR80] kan hva som helst

gjelde etter en kommunikasjon. Derfor m�a det gis et satisfaction-bevis som sikrer at disse

bakbetingelsene stemmer med hverandre. Det tillates at mytiske variable er globale, og

dermed er det n�dvendig med et bevis av ikke-interferens. For �a minimere den sjekkingen

som m�a utf�res her innf�res synchronously altered -variable og universal -betingelser, noe

som gj�r bevissystemet ganske komplisert. Det kan virke som det er greiere �a bruke en

global invariant. Systemet er ikke egnet til hierarkisk oppbygging av bevis, fordi det m�a

gjennomf�res en rekke resonnementer utfra hvordan de andre prosessene er implementert.

I [MC81] spesi�seres hver prosess med betingelser som inneholder historier av sekvenser

som er overf�rt via kommunikasjonskanaler. Denne typen bevissystemer kalles gjerne trace-

basert. Systemet st�tter hierarkisk oppbygging av bevis, og det h�andterer nestet parallel-

litet. Imidlertid blir systemet komplisert n�ar sekvensielle konstruksjoner inkluderes.

Kommunikasjonshistorier brukes ogs�a i [Hoa81]. Betingelser er invariant for en prosess, og

systemet kan brukes til hierarkisk oppbygging av bevis.

Dessverre er ikke disse to trace-baserte bevissystemene komplette, som vist i [Ngu85,

WGS92]. [Ngu85] tar spesielt for seg Misra og Chandys bevissystem og foresl�ar en ny

regel som vil gj�re dette systemet komplett. Denne regelen er imidlertid sv�rt uformell. I

[WGS92] er utvidelsen mer formell. Her gis et temporal ordning- og et pre�ks-aksiom som
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sammen med always-operatoren fra temporal logikk er tilstrekkelig for �a f�a kompletthet i

f�lge [WGS92]. I [Sou91] vises det at heller ikke dette er tilstrekkelig. Det argumenteres for

at det er n�dvendig med temporal logikk eller en historie for hver prosess istedenfor kanal.

Soundararajan [Sou86] har laget et bevissystem for CSP som er sv�rt likt systemet for

felles variable [Sou84].

I [Mel86a] brukes en global historiesekvens for hele systemet av prosesser, men det brukes

ikke global invariant, bare lokale betingelser, som kan referere til den globale historien.

Det gis en funksjon for �a fjerne intern kommunikasjon fra den globale historien, og dermed

kan bevissystemet brukes til �a bevise programmer med nestet parallellitet. Systemet er

egnet til hierarkisk oppbygging av bevis, og det har den fordelen at det ikke er n�dvendig

med kompatibilitetspredikat ved parallell sammensetning, som i [Sou84, Sou86, D�h87,

GMK89]. Systemet er utledet fra en modell, og det argumenteres for at det er komplett,

fordi det er bevist at et lignende system er komplett [Mel86b].

2.7.3 Vrangl�as

�A bevise frav�r av vrangl�as gj�res ofte som et ekstra bevis, i tillegg til et bevis for partiell

korrekthet av et program. Imidlertid er det ogs�a noen bevissystemer hvor dette glir inn

som en del av resten av beviset. Her skal vi se eksempler p�a hvordan begge metoder er

brukt.

Ressurser kan gis en ordning som i [Hoa72]. Dersom alle prosesser f�rst tar ressurser av

lavest orden n�ar de skal ta ere ressurser, vil det aldri bli vrangl�as. Dette er en enkel, men

dessverre ikke generell metode for �a unng�a vrangl�as.

I [Owi75] vises det at dersom forbetingelsen til en kritisk region er sann, m�a den tilh�rende

ventebetingelsen ogs�a v�re sann for at vi ikke skal f�a vrangl�as. Dette kravet er sterkere

enn n�dvendig, men det blir ikke s�a mange muligheter som m�a sjekkes, som det fort kan

bli i andre metoder.

I [AFdR80] ses det p�a tupler av tilstander der prosessene er blokkert. Dersom ikke alle

lokale betingelser, som tilh�rer et slikt tuppel, og den globale invarianten kan v�re sanne

samtidig, kan det ikke v�re vrangl�as. Dette m�a vises for hvert tuppel, og dette blir et bevis

av eksponensiell orden.

En lignende metode som [AFdR80] er gitt i [LG81]. Der ses det p�a mulige kon�gurasjoner,

dvs. tilstander som kan gi opphav til vrangl�as. For hver slik kon�gurasjon, m�a det vises

at det enten er umulig �a komme dit, eller at det �nnes guard som er sann, slik at vi f�ar

progresjon.

I [Hoa81] er en del av spesi�kasjonen av en kanal mengden av verdier denne kanalen er klar

til �a kommunisere. Dersom denne mengden er tom for alle kanaler har vi vrangl�as. Som

en del av spesi�kasjonen for hele programmet, m�a vi alts�a vise at ikke alle kanaler kan ha

tom mengde av verdier den er klar til �a sende.

I [FS81] gis det egne predicate transformers for en rekke korrekthetsegenskaper, deriblant

frav�r av vrangl�as. Imidlertid tar disse utgangspunkt i et ikke-deterministisk program, og

det er vanskelig �a se hvordan de skal brukes.
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I bevissystemer som bygger p�a historiesekvenser, kan det legges begrensninger p�a hvilke

historiesekvenser som gir lovlige eksekveringer av et program, som i [Sou86]. Her m�a histo-

riesekvensene fra prosessenes bakbetingelser (f�r coend) oppfylle et konsistenspredikat.

Som en del av dette predikatet sikres det at historiesekvensene ikke vil kunne gi ek-

sekveringer som gir opphav til vrangl�as.

Historiesekvenser benyttes i [D�h87] ogs�a. Der er det en global historiesekvens, og frav�r

av vrangl�as sikres ved �a utf�re et bevis for at det alltid m�a �nnes et element som den

globale historiesekvensen kan forlenges med. En slik betingelse m�a impliseres av den globale

invarianten.

En annen m�ate�a gj�re det p�a er som i [St�91] med en egen wait-betingelse, som uttrykker

n�ar prosessen kan blokkeres. I dette bevissystemet vil vrangl�asfrihet ofte bevises samtidig

som resten av beviset.
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Kapittel 3

System 3: Redusert mengde av

mytiske variable

Owe [Owe92] foresl�ar �a ta utgangspunkt i System 2, splitte opp historiesekvensene og

fjerne informasjonen om rekkef�lgen av operasjoner, �-sekvensene. Dermed st�ar vi igjen

med en !-sekvens (verdiene som er tilordnet) og en ?-sekvens (verdiene som er lest) for

hver variabel. I f�lge [Owe92] b�r dette v�re en tilstrekkelig mengde med mytiske variable

for at et bevissystem skal v�re komplett, fordi ettinger kan uttrykkes i invarianten som

informasjon om !- og ?-sekvensenes relative lengder.

I bevissystemet som kalles System 3, g�ar jeg et skritt lenger enn foresl�att. Jeg tar ogs�a vekk

?-sekvenser og dermed muligheten for�a huske hvilke verdier som er lest. Informasjonen som

l�a i �-sekvensen og ?-sekvensene kan uttrykkes ved �a si eksplisitt i den globale invarianten

hvordan de lokale !-sekvensene kan ettes og hvor lange sekvensene kan v�re relativt til

hverandre.

3.1 Notasjon

Som de�nert i avsnitt 2.4.4 er sekvenser/variable i en global betingelse lokale hvis de har

prosessidenti�kasjon foran, ellers er de globale. I lokale betingelser spesi�serer vi bare lokal

informasjon, s�a derfor brukes ikke prosessidenti�kasjon foran sekvenser/variable. Siden vi

ofte vil ha behov for�a referere til alle felles variable eller alle !-sekvenser benyttes f�lgende

forkortelser:

� r betyr r1; : : : ; rm, vektoren av alle de felles variablene

� i:r betyr i:r1; : : : ; i:rm, vektoren av alle lokale felles variable i en global betingelse

� !r betyr !r1; : : : ; !rm, alle tilordningssekvenser

� i!r betyr i!r1; : : : ; i!rm, alle lokale tilordningssekvenser i en global betingelse

� !r`r er forkortelse for !r1`r1; : : : ; !rm`rm
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� i!r`r er forkortelse for i!r1`r1; : : : ; i!rm`rm

� " brukes som forkortelse for "; : : : ; ", der det ikke skaper forvirring

3.2 Modell

Vi tar utgangspunkt i modellen for System 2, som beskrives i [Owe92], s. 329, og modi�serer

denne slik at vi f�ar en skisse av en modell for System 3. Sammenhengen mellom globale og

lokale tilstander er i System 2 gitt ved hi = locali(h). I System 3 tilsvarer dette at globale

!-sekvenser m�a v�re en etting av de lokale sekvensene for samme variabel, som uttrykt

formelt i f�rste del av M, de�nert nedenfor.

Videre har vi i System 2 at den globale verdien av en variabel kan �nnes ved rj = finalj(h).

Slik finalj er de�nert vil dette tilsvare at verdien av rj i System 3 er siste element i !rj , og

dette gir andre del av M. Tilsammen f�ar vi at f�lgende alltid vil gjelde sett fra et globalt

synspunkt:

M ,
V
j
(!rj ismerge 1!rj ; : : : ; n!rj ^ rj = rt(rj0a!rj))

I modellen for System 2 redeklareres hver felles variabel rj slik at alle prosessene har en

lokal kopi som de opererer p�a. Denne redeklarasjonen fjernes i modellen for System 3. Der

har prosessene isteden en egen utgave av hver felles variabel, i:rj . I tillegg vil de ha tilgang

til rj , men dette gjelder ikke i lokale tilstander, som forklart nedenfor. I i:rj huskes siste

verdi prosessen har tilordnet eller lest. Ved tilordning m�a den globale variabelen rj ogs�a

endres.

De mytiske variablene deklareres p�a lignende vis som i modellen for System 2. Dermed vil vi

f�a samme e�ekt for parallell sammensetning, med unntak av at de mytiske variablene bare

har informasjon om tilordning til felles variable, mens de i System 2 ogs�a har informasjon

om lesing og �-informasjon.

Modelleringen av setningene, som refererer til felles variable, tilsvarer det som skjer med den

globale tilstanden. En lokal tilstand vil bare gi verdier til lokale variable. Derfor vil e�ekten

p�a lokale betingelser ut fra modellen bare v�re p�a lokale variable og variable pre�kset med

i. Variablene rj og !rj , som er globale, kan alts�a ikke brukes i lokale betingelser. Der kan

det bare refereres til i:rj og i!rj , og derfor kan vi endre notasjonen slik at i-pre�kset er

fjernet lokalt.

For�a f�a en lokal betingelse fra en global, m�a vi skjule alle variable som ikke gir mening i en

lokal tilstand, og vi tar vekk i-pre�kset for de felles variablene og !-sekvensene. Til dette

bruker vi denne operatoren:

Li[P ] , (9!r; r; 1!r; 1:r; : : : ; i� 1!r; i� 1:r; i+ 1!r; i+ 1:r; : : : ; n!r; n:rjP )i!r;i:r!r; r

For�a f�a globale betingelser fra lokale trenger vi bare�a pre�kse variable med prosessidenti-

�kasjon:

Gi[P ] , P

!r;r
i!r;i:r

Rett etter lesing og skriving av variabel rj er lokal og global verdi lik. Dette kan vi ta

med i Lj

i
ved ikke �a sette prosessidenti�kasjon foran rj og i G

j

i
ved ikke�a kvantorisere vekk
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samme variabel. Inne i kritisk region er alle lokale og globale variable like, s�a vi trenger

ikke �a skjule r. Disse utgavene kaller vi L�
i
og G�

i
.

I motsetning til i [Owe92] vil Gi navne om variable og ikke benytte kvantorer for �a skjule

dem. Dermed kan lokale betingelser uttrykkes globalt uten at vi mister informasjon.

Modellering av tilordning til felles variabel, rj := e, gj�res som f�lger:

rj := e; i:rj := rj ; !rj :=!rj `rj i!rj := i!rj `rj

B�ade lokale og globale variable endres, og disse �re setningene ses p�a som �en atomisk

operasjon.

Ved lesing av felles variable, v := ej , skjer det ingen endring av historievariable, men det

er fortsatt ikke-deterministisk hva verdien av rj er :

i:rj := (some rj j L
j

i
[I ^M]); v := ej

I tilordningen til i:rj vil some-konstruksjonen plukke ut en global verdi av rj som oppfyller

den globale invarianten, I og systeminvarianten, M. Av denne grunn har vi brukt Lj

i
som

ikke skjuler rj med en kvantor.

Kritisk region, await e do S od, modelleres som:

i:r := (some r j e ^ L�
i
[I ^M]); S; !r :=!r`r; i!r := i!r`r

Ved inngang til kritisk region har vi en some-konstruksjon som gir verdier til variablene

slik at I ^M er oppfylt. Ingen historievariable endres ved inngang til kritisk region, men

ved utgang vil alle !-sekvensene bli oppdatert.

3.3 Regler

Ut fra modellen i forrige avsnitt kan vi lage f�lgende regler:

Tilordning:

T3:
I ^M^ Gi[P ]) (I ^ Gi[Q])

rj;

e;

i:rj ;

e;

!rj;

!rj`e;

i!rj
i!rj`e

(I)fPgrj := efQg

Merk at vi bare har en premiss i denne regelen. Det er fordi all veri�kasjon kan foreg�a p�a

det globale niv�aet siden vi ikke bruker kvantor for�a skjule mytiske variable i Gi-operatoren,
bare navner dem om.

Lesing:

L3: (I)f8rj jL
j

i
[I^M]) P

v

ej
gv := ejfPg

rj er variabelen som det refereres til i ej . Det er kun n�dvendig �a vise den lokale delen

her, siden I ikke kan referere til lokale variable, og lesing ikke avleires i mytiske variable.
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Invarianten kan derfor ikke �delegges av lesing, som den kan i System 2. Som vanlig brukes

en 8-kvantor i forbetingelsen for �a gjenspeile ikke-determinismen vi har ved lesing.

Kritisk region:

K3:
fe ^ I ^M^ G�

i
[P ]gSf(I ^ G�

i
[Q])

!r;
!r`r;

i!r
i!r`rg

(I)f8rjPgawait e do S odfQg

Det er kun utgang fra kritisk region som avleires i mytiske variable, og dette gjenspeiles i

regelen. Egentlig burde vi ha en global utgave av ventebetingelsen, G�
i
[e], i premissen, men

siden G�
i
[e] = e forkorter vi dette til e. For�vrig kan det v�re av interesse �a merke seg at

denne regelen ble sv�rt lik den i System 2, med unntak av at her er det ingen endring av

mytiske variable ved inngang til kritisk region.

Parallell sammensetning:

P3:
(I)fPigSifQig

fI ^ r=r0
V
i
Pi

!r
"
gcobegin S1 k �� k Sn coendf9!r; 1!r; ::; n!rjI ^M

V
i
Gi[Qi]g

for alle i=1; : : : ; n. I er I !r;
";

1!r;
";

:::;

:::;

n!r
"

.

Siden vi har tatt utgangspunkt i samme modell som i System 2 og bare fjernet en del

mytisk informasjon, er det rimelig at denne regelen ligner sv�rt p�a den i System 2. Som

i System 1 og System 2 har vi implisitt deklarasjon av variable i Si slik at Pi og Qi ikke

inneholder frie forekomster av lokale variable.

3.4 Eksempler

Begge eksemplene i dette avsnittet illustrerer hvordan den globale invarianten kan inneholde

informasjon om hvordan de lokale !-sekvensene kan ettes sammen til en global. I [Owe92]

�nnes ere eksempler der det bare brukes !-sekvenser i tillegg til de felles variablene i

spesi�kasjonen.

I et av eksemplene der brukes imidlertid ?-sekvenser for �a spesi�sere en sekvens av verdier

som er overf�rt fra en prosess til en annen. Produsent-konsument-eksemplet her kan ses p�a

som en forenklet utgave av dette eksemplet, der det vesentlige, nemlig overf�ringen av en

sekvens av verdier som skal brukes av mottakerprosessen, er tatt med. Hvis vi sammenligner

disse to eksemplene, ser vi at spesi�kasjonen blir enklere om vi tillater ?-sekvenser ogs�a,

men det er interessant�a se at et s�a vanskelig eksempel kan vises med s�a f�a mytiske variable.

3.4.1 Et enkelt eksempel med kritisk region

I dette eksemplet m�a await-setningen i P1 utf�res f�r den i P2. Resultatet av programmet

vil v�re at x blir 1 og y blir 3.
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fx = 0g
cobegin

P1 :: f!x = "^!y = "g
await true do

x := x + 1

y := 2

od

f#!x = 1 ^#!y = 1g
k
P2 :: f!x = "^!y = "g

await x = 1 do

x := 1

y := 3

od

f#!x = 1 ^#!y = 1g
coend

fx = 1 ^ y = 3g

Informasjon om hvilken rekkef�lge tilordningene (await-setningene) kan utf�res i ligger i

den globale invarianten I:

!x head h1; 1i ^ P1!x head h1i ^ P2!x head h1i^
!y head h2; 3i ^ P1!y head h2i ^ P2!y head h3i ^#!x = #!y

Denne invarianten inneholder fullstendig informasjon om hvordan historiesekvensene kan

v�re til enhver tid. #!x = #!y uttrykker at tilordning foreg�ar til begge variable samtidig.

Dette er tatt med fordi await-setningen modelleres slik at det foretas en tilordning til

alle felles variable ved utgang av kritisk region, og all tilordning til felles variable i dette

programmet foreg�ar inne i kritisk region.

Ved coend vil alle de lokale sekvensene ha lengde 1, og de globale sekvensene vil dermed

ha lengde 2. Vi f�ar x = rt(!x) = 1 og y = rt(!y) = 3.

For �a bevise at await-setningen i P1 vedlikeholder I bruker vi regelen K2 og f�lgende

resonnement:

Anta I ^ P1!x = " ^ P1!y = ". Siden P1!y = " m�a vi ogs�a ha !y = ". Fordi !x og !y er like

lange er ogs�a !x = ". Da vet vi at x = 0. Dette gir P1!x` (x+ 1) = h1i ^ P1!y ` 2 = h2i.
Det samme vil gjelde for de globale sekvensene. Dermed har vi:

I ^M^ G�
P1[!x = "^!y = "] ^ e) (I

!x;
!x`x;

!y;
!y`y;

P1!x;
P1!x`x;

P1!y;
P1!y`y;

P1:x;
x;

P1:y
y

)
y;

2;
x

x+1

At invarianten vedlikeholdes over kritisk region i P2 viser vi slik:

Anta x = 1^ I ^P2!x = "^P2!y = ". Fra x = 1 og #!x = #!y vet vi at !x = h1i^!y = h2i.
Dermed har vi P2!x`1 = h1i ^ P2!y`3 = h3i og !x`1 = h1; 1i^!y`3 = h2; 3i. Tilsammen

gir dette:

I ^M^ G�
P2[!x = "^!y = "] ^ e) (I

!x;
!x`x;

!y;
!y`y;

P2!x;
P2!x`x;

P2!y;
P2!y`y;

P2:x;
x;

P2:y
y

)
y;

3;
x

1

�A bevise de lokale betingelsene gj�res som for sekvensielle programmer, og her er dette

enkelt.
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3.4.2 Produsent- og konsument-prosess

I dette eksemplet produserer prosessen P1 data og sender de til konsument-prosessen P2.

Vi �nsker �a vise at alle data leses av konsument-prosessen. Data sendes i variabelen data,

og den boolske variabelen ack brukes til synkronisering, slik at dataene blir lest n�yaktig

�en gang.

I dette beviset vil vi bruke f�lgende predikater:

HE(q; e) , q = " _ rt(q) = e

E(q; e) , q 6= " ^ rt(q) = e

HE(q; e) betyr at hvis det �nnes minst et element i q, skal det siste elementet i sekvensen

v�re e. E(q; e) garanterer at det �nnes minst et element i q, og det siste elementet i

sekvensen skal v�re e. Dersom e er en boolsk variabel har vi f�lgende sammenheng mellom

disse to predikatene:

E(q; e) � :HE(q;:e)

Det dekorerte programmet blir som f�lger:

ftrueg
ack := false

cobegin

P1 :: f!data =!ack = "g
while true do f#!data = #!ack ^ HE(!ack; true)g

hproduserer element i data1i;
await not ack do od;

f#!data = #!ack ^ E(!ack; false)g
data := data1;

f#!data = #!ack+ 1 ^E(!ack; false)g
ack := true

od

k
P2 :: f!data =!ack = "g

while true do f#!data � 2 = #!ack ^HE(!ack; false)g
await ack do od;

f#!data � 2 = #!ack+ 1 ^ E(!ack; true)g
data2 := data;

fdata2 = rt(!data) ^#!data � 2 = #!ack+ 1 ^ E(!ack; true)g
ack := false;

fdata2 = rt(!data) ^#!data � 2 = #!ack ^ E(!ack; false)g
hbruker elementet i data2i;

od

coend

ffalseg

Vi de�nerer noen utsagn:

A , ALT (!ack) ^ALT1(P1!ack)^ ALT2(P2!ack)
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der ALT (q) betyr at element nr. 1; 4; 5; 8; 9; 12; 13 : : : i sekvensen q er false og element nr.

2; 3; 6; 7; 10; 11; : : : er true. ALT1(q) betyr at odde elementer av q skal v�re false og like

elementer true. ALT2(q) betyr at odde elementer av q skal v�re true og like elementer

false.

L , #P1!data � #P1!ack � #P2!data � 2 � #P2!ack � #P1!data� 2

sier hvilken rekkef�lge de ulike operasjonene utf�res i. Merk at vi m�a multiplisere lengden

av sekvensen P2!datamed 2, fordi denne sekvensen bare er halvparten s�a lang som de andre

sekvensene. Dette er fordi sekvensen P2!data kun oppdateres �en gang pr. runde i while-

l�kken i P2, mens de andre sekvensene oppdateres 2 ganger pr. runde. Alle !-sekvensene

for en prosess oppdateres i en await-setning.

Den globale invarianten, I , er:

P2!data = P1!data=like[1:#P2!data]^HE(P1!data; data)^A ^ L^
(E(P2!ack; true)) #P1!data = #P1!ack ^ E(P1!ack; true))^
(E(P1!ack; false)) HE(P2!ack; false))

der q=like er sekvensen vi f�ar ved �a plukke ut elementene fra q hvor indeksen er et partall.

Den f�rste delen av I uttrykker at hvert element som skrives av P1 blir overf�rt til P2.

Fordi tilordning avleires ved kritisk region vil P1 skrive hvert element to ganger. Resten av

invarianten er n�dvendig for �a f�a med rekkef�lgen prosessene utf�rer de ulike operasjonene

i.

At den globale invarianten og l�kkeinvariantene holder initielt er opplagt.

Vi m�a vise at den globale invarianten vedlikeholdes. F�rst viser vi at await-setningen i P1

gj�r dette:

� Fra L har vi #P1!data � #P2!data � 2. Sammen med P2!data = P1!data=like[1:

#P2!data] gir dette:

P2!data = P1!data`data=like[1:#P2!data]

� Fra den lokale betingelsen f�ar vi HE (P1!ack; true) og ventebetingelsen er :ack. Sam-

men med ALT1(P1!ack) gir dette:

ALT1(P1!ack`ack)

� Fra A, L, HE(P1!ack; true) og :ack kan vi slutte at de to lokale sekvensene er like

lange og at !ack er tom eller slutter p�a hfalse; true; true; falsei. Dermed har vi

ALT (!ack`ack)

� Fra argumentet i forrige punkt vet vi at #P1!ack = #P2!ack, og fra den lokale

forbetingelsen har vi #P1!data = #P1!ack. Tilsammen gir dette

#P2!ack � (#P1!data+ 1)� 2

� Vi har HE(P1!ack; true) og :ack. Dermed m�a det v�re P2 som har satt ack til

false eller begge de lokale sekvensene er tomme. Dermed har vi HE(P2!ack; false),

som igjen gir
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(E(P2!ack); true)) E(P1!ack`ack; true))^
(E(P1!ack`ack; false)) HE(P2!ack; false))

Tilsammen skulle disse punktene gi:

I ^M^ G�
P1[#!data = #!ack ^ HE(!ack; true)]^ e)

I

!data;
!data`data;

P1!data;
P1!data`data;

!ack;
!ack`ack;

P1!ack
P1!ack`ack

slik at invarianten vedlikeholdes av await-setningen.

Neste del av beviset g�ar ut p�a �a vise at data := data1 i P1 vedlikeholder invarianten:

� Ved �a bruke samme resonnement som for await-setningen f�ar vi:

P2!data = P1!data`data1=like[1:#P2!data]

� Anta A, L, E(P1!ack; false)) HE (P2!ack; false) og E(P1!ack; false). Dette gir

HE(P2!ack; false)

� I forrige punkt viste vi HE(P2!ack; false), og vi kan anta E(P1!ack; false). Da vet

vi at sekvensen !ack kun best�ar av elementet false eller den slutter p�a hfalse; falsei.
Fra A kan vi da slutte at #P1!ack = #P2!ack+ 1. Fra den lokale betingelsen har vi

at #P1!data = #P1!ack, og vi vet dermed at:

#P2!ack � (#P1!data+ 1)� 2

� Tidligere har vi vist HE(P2!ack; false), og dermed har vi

E(P2!ack; true)) #P1!data+ 1 = #P1!ack

N�a burde det v�re trivielt �a vise:

I ^M^ Gdata
P1 [#!data = #!ack ^E(!ack; false)]^ e) I

data

data1
!data;
!data`data1;

P1!data
P1!data`data1

og vi er ferdig med den globale delen av beviset for denne tilordningssetningen.

At I vedlikeholdes over setningen ack := true viser vi slik:

� ALT1(P1!ack) og E(P1!ack; false) gir

ALT1(P1!ack`true)

� Anta A, L, E(P1!ack; false) ) HE(P2!ack; false) og E(P1!ack; false). Da har vi

HE(P2!ack; false), og !ack best�ar av bare elementet false, eller de to siste elementene

i !ack er false. Vi f�ar dermed

ALT (!ack`true).

� Fra den lokale forbetingelsen har vi #P1!data = #P1!ack+ 1 og dermed

#P1!data � #P1!ack + 1
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Ved hjelp av disse punktene f�ar vi

I ^M^ Gack
P1 [#!data = #!ack + 1 ^E(!ack; false)] ^ e) I

ack;

true;

!ack;
!ack`true;

P1!ack
P1!ack`true

og vi har dermed vist at invarianten vedlikeholdes.

Vi viser at await-setningen i P2 vedlikeholder invarianten slik:

� Anta A, L, HE(P2!ack; false) og ack. Da m�a det v�re P1 som har tilordnet sist

til ack, og denne prosessen har tilordnet true. Sekvensen !ack m�a derfor slutte p�a

hfalse; truei, og #P1!ack = #P2!ack + 2. Sammen med #P2!data � 2 = #P2!ack

fra den lokale betingelsen gir dette (#P2!data + 1) � 2 = #P1!ack. Sammen med

L gir dette (#P2!data + 1) � 2 = #P1!data. Videre kan vi anta HE(P1!data; data)

og P2!data = P1!data=like[1:#P2!data], som sammen med informasjonen om sek-

vensenes lengder relativt til hverandre gir

P2!data`data = P1!data=like[1:#P2!data+ 1]

� Ved�a se p�a de lokale sekvensenes lengder relativt til hverandre, slik vi gjorde i forrige

punkt, innser vi fort at #P1!data = #P1!ack. I forrige punkt viste vi ogs�a at P1

sist tilordnet true til ack, og dermed har vi E(P1!ack; true). Tilsammen f�ar vi

#P1!data = #P1!ack ^ E(P1!ack; true)^
(E(P1!ack; false)) HE(P2!ack`ack; false))

� For�a bevise ALT (!ack`ack), ALT2(P2!ack`ack), og #P1!ack � (#P2!data+1) � 2
bruker vi et symmetrisk argument som for�a bevise det tilsvarende for await setningen

i prosess P1.

Disse punktene gir

I ^M^ G�
P2[#!data � 2 = #!ack ^ HE(!ack; false)]^ e)

I

!data;
!data`data;

P2!data;
P2!data`data;

!ack;
!ack`ack;

P2!ack
P2!ack`ack

og vi har vist at denne tilordningssetningen ikke �delegger I.

For �a bevise at I vedlikeholdes over ack := false i prosess P2 bruker vi et tilsvarende

argument som for setningen ack := true i P1.

Dermed er vi ferdig med beviset for at den globale invarianten vedlikeholdes over hver

setning som refererer til felles variable.

�A bevise at at de lokale betingelsene er sanne er n�a rett frem, kanskje med unntak av

betingelsen data2 = rt(!data) i P2. Vi m�a vise at dette er sant etter tilordningssetningen

data2 := data.

For �a gj�re det tydelig hvilke sekvenser det refereres til i denne delen av beviset, setter vi

prosessidenti�kasjon foran de lokale sekvensene. Dette tilsvarer �a se p�a sekvensene globalt,

men det samme kan gjenskapes fra et lokalt synspunkt.

Fra A, L, E(P2!ack; true)) #P1!data = #P1!ack^E(P1!ack; true) og E(P2!ack; true)
f�ar vi at sekvensen !ack m�a slutte med htrue; truei, og dermed #P1!ack = #P2!ack + 1.
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Vi f�ar ogs�a #P1!data = #P1!ack og fra den lokale forbetingelsen har vi #P2!data � 2 =

#P2!ack + 1. Tilsammen f�ar vi #P1!data = #P2!data � 2. Sammen med P2!data =

P1!data=like[1:#P2!data] og rt(P1!data) = data fra den globale invarianten gir dette

data = rt(P2!data)

Merk at dette er bevist uten�a anta noe om verdien av data i den lokale forbetingelsen, som

en anvendelse av regelen for lesing av felles variable krever.

Vi har bevist at hvert element blir overf�rt fra P1 til P2 via variabelen data. F�rste

konjunkt i I sammen med den lokale betingelsen foran klammene i P2 uttrykker dette. I

et fullstendig program m�a det i tillegg vises at elementet blir brukt i P2. Dette beviset vil

v�re en del av det lokale beviset inne i klammene der elementet brukes.

3.5 Sunnhet

Delene av modellen som ble gitt som motivasjon for reglene, burde overbevise om at sys-

temet er sunt. Reglene i systemet er dessuten s�a like de i System 2 at dette systemet lett

kan brukes for �a vise sunnhet. Fremgangsm�aten for et slikt bevis vil v�re den samme som

for kompletthetsbeviset som f�lger.

3.6 Relativ kompletthet

En vanlig metode for�a bevise relativ kompletthet av et bevissystem er�a ta utgangspunkt i

en modell som i [Coo78]. En annen metode er�a ta utgangspunkt i et annet bevissystem og

deretter avlede reglene innenfor det systemet det skal vises kompletthet av. For eksempel

bevises kompletthet av et bevissystem med Hoares ADAP-regel p�a denne m�aten i [Old83].

Beviset i dette avsnittet er inspirert av en bevismetode fra kompleksitetsteori [GJ79]. Det

tilsvarer en del av et bevis for at et desisjonsproblem er NP-komplett. I et slikt bevis

m�a det vises at det �nnes en transformasjon fra desisjonsproblemet vi tar utgangspunkt

i til desisjonsproblemet vi ser p�a. Denne transformasjonen m�a gj�re hver ja-instans av

problemet som var utgangspunkt, til en ja-instans av problemet vi ser p�a. Jeg har i ettertid

sett kompletthetsbevis gjort p�a noe av den samme m�aten som i denne oppgaven.

Metoden med �a avlede regler som nevnt over kan ses p�a som et spesialtilfelle av meto-

den med �a konstruere bevisinstanser. I spesialtilfellet vil transformasjonen gi identiske

betingelser i de to bevisene, og dermed kan man avlede direkte fra reglene uten �a forklare

i detalj hvordan bevisene m�a se ut i de to systemene. Dermed vil bevisene bli enklere i

spesialtilfellet, men denne metoden er sannsynligvis ikke kraftig nok i alle tilfeller, som

f.eks. i dette avsnittet.

Teorem 1 Bevissystemet med redusert mengde av mytiske variable (System 3) er relativt

komplett.

Bevis.
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Innledning

Vi tar utgangspunkt i System 1, som er relativt komplett, og beviser at vi for ethvert bevis i

dette systemet kan konstruere et bevis i System 3. Grunnen til at System 1, og ikke System

2, er valgt som utgangspunkt er at det er enklere �a uttrykke betingelsene fra System 1. I

System 2 har vi en global invariant hvor det kan ligge mye informasjon, og denne kan det

v�re vanskelig �a oversette til betingelser i System 3.

Vi lager en transformasjon fra et gitt bevis i System 1 til et konkret bevis i System 3.

Siden vi ikke har de samme mytiske variable i de to systemene m�a betingelser med slike

variable oversettes slik at de gir mening ogs�a i System 3. Dette gjelder betingelser inne

i cobegin: : :coend-delen av programmet, og oversettelsesoperatoren er 0. I tillegg �nnes

det en global invariant I 0, som skal v�re sann bestandig inne i hver enkelt prosess. Denne

konstrueres ogs�a ut fra hvordan betingelsene i beviset i System 1 er. Skjematisk kan en

transformasjon av et program dekorert med betingelser fremstilles slik:

System 1

...

fPg
cobegin
...

k
Pi ::

...

fQg
...

fQig
k
...

coend

fRg
...

System 3

...

fPg
cobegin I

0

...

k
Pi ::

...

fQ0g I
0

...

fQ0
i
g I

0

k
...

coend I
0

fRg
...

De lokale betingelsene vil selvf�lgelig inneholde mindre informasjon i beviset i System 3 enn

i System 1. Imidlertid vil vi f�a den samme informasjonen for hele programmet, fordi vi har

muligheten til �a spesi�sere mye i den globale invarianten. Legg merke til at P , betingelsen

foran cobegin, og R, betingelsen etter coend gir samme informasjon i begge bevisene.

Det skal dermed v�re mulig �a bevise den samme spesi�kasjonen av et program i System 3

som det ble gjort i System 1.

Vi starter med �a gi de�nisjonen av operatoren som oversetter lokale betingelser:

Q
0 , 9hijQ

V
j
!rj = hi=!j

Q
0 er et uttrykk med det reduserte settet av mytiske variable, siden hi skjules, og vi isteden

f�ar !-sekvenser. Disse representerer en del av den informasjonen vi hadde i hi. Vi kan ikke
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uttrykke alt om rekkef�lge og hva som er lest i de lokale bevisene. Merk at
V
j
!rj = hi=!j

delen av uttrykket bare inneholder sekvens-variable (hi og !-sekvenser).

Oversettelse av de lokale betingelsene gj�res ikke utenfor cobegin: : :coend. Dersom vi

likevel bruker oversettelsesoperatoren p�a en slik betingelse, vil det ikke ha noen e�ekt, fordi

mytiske variable ikke omtales. For betingelsene i �guren over har vi dermed at P 0 � P og

R
0 � R.

Informasjon om hvilke ettinger som var riktige i det opprinnelige beviset legger vi i den

globale invarianten:

I
0 , 9hj

V
i
(Qi

::rj::

::f inalj(hi)::
)hi
locali(h)

V
j
(!rj head h=!j

V
i
i!rj head locali(h)=!j)

^9kj0 � k � #h

V
j
(
V
i
#i!rj = #locali(h[1:k])=!j)

der Qi er bakbetingelsen til prosess i, j er indeks for variablene og k angir hvor stor

del av h de nye mytiske variablene tilsvarer p�a et gitt sted i programmet. Den globale

invarianten uttrykker at de globale sekvensene m�a kunne forlenges slik at de tilsvarer en

h fra bakbetingelsen i beviset i System 1. Dette valget av global invariant gj�r at det

blir lett �a avlede regelen for parallell sammensetning. Informasjon om hvilken rekkef�lge

de ulike prosessene kan ha skrevet til en bestemt variabel vil ligge her. I den siste delen

angis det hvor lange sekvensene kan v�re i forhold til hverandre. Dette gir informasjon om

rekkef�lgen det er tilordnet til de ulike variablene, evt. om det er tilordnet til alle variablene

samtidig (!!-element i h).

System 1 er relativt komplett. I lemma 3, 4, 5 og 6 viser vi at ethvert skritt der en av de �re

reglene for parallelle programmer i beviset i System 1 resulterer i en dekorert programbit

fPgSfQg, kan vi, som en del av beviset vi konstruerer i System 3, vise tilsvarende skritt

(I 0)fP 0gSfQ0g. Anvendelse av andre regler i beviset vil ikke p�avirke de mytiske variablene,
s�a i disse tilfellene vil opplagt de lokale betingelser i de to systemene (P og P 0) gjennomg�a

samme forandringer. Dermed er ogs�a System 3 relativt komplett.

Delbevis

F�rst beviser vi et lemma om hvordan historiesekvensene er i det beviset vi tar utgangs-

punkt i (og dermed i det beviset vi konstruerer ogs�a). En sekvens som oppfyller en vilk�arlig

betingelse i en prosess, vil kunne forlenges slik at den er ekvivalent med en sekvens som

oppfyller prosessens bakbetingelse. Merk at det ikke n�dvendigvis m�a refereres eksplisitt

til hi i betingelsene. F.eks. vil alle historiesekvenser oppfylle betingelsen true.

Siden jeg tar utgangspunkt i et gitt bevis i System 1 og velger betingelser i beviset i

System 3 utfra denne informasjonen, kan jeg bruke det jeg klarer �a bevise om hvordan

de mytiske variablene m�a v�re i det konkrete beviset jeg tok utgangspunkt i, i resten av

kompletthetsbeviset.

I f�lgende lemma st�ar begrepet \resten av programmet" for den delen av programmet som

gjenst�ar �a eksekvere. Begrepet vil ikke formaliseres her, men dette kan lett gj�res, f.eks.

ved �a se p�a sekvenser av programtilstander.
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Lemma 2 La Q v�re bakbetingelsen til en prosess og P en betingelse et tilfeldig sted i det

lokale beviset for den samme prosessen. Da er

8hiP 2 fhijP ^ tSgj9hiQ 2 fhijQ
::rj::

::f inalj(hi)::
gjhiP head hiQ

der S betegner \resten av programmet", og tS er termineringsvakt for S.

Bevis. Vi antar hiP head hiQ
, og viser lemmaet ved induksjon p�a lengden av beviset av

utsagnet fPgSfQg.

Induksjonsbasis:

� Siden en sekvens er head-sekvens av seg selv har vi hiQ head hiQ
. Vi har ogs�a

fhijQg = fhijQ
::rj ::

::f inalj(hi)::
g siden vi alltid har rj = finalj(hi). Substitusjonen er

tatt med for �a unng�a konikt med andre referanser til felles variable tidligere i spe-

si�kasjonen av prosessen.

Induksjonsskritt:

� En regel som ikke refererer til felles variable vil ikke endre hi. Merk at Q ikke refererer

til lokale variable fordi vi har en implisitt deklarasjon av disse variablene. Den siste

setningen i prosessen blir dermed en skopterminator som gj�r at de lokale variablene

skjules med en kvantor.

� Tilordning: fP 0grj := efPg. Fra regelen f�ar vi at P 0 er det samme som P

rj ;

e;

hi

hi`(!j;e)
.

Spesi�kasjonen av hi i P kan ikke avhenge av rj siden denne nettopp har blitt tilordnet

en verdi, og hi inneholder informasjon om det som har skjedd tidligere. Dermed vil

ikke substitusjonen av e for rj ha noe�a si, og vi har hiP 0
`(!j; e) = hiP

. Sammen med

hiP
head hiQ

fra induksjonshypotesen gir dette hiP 0
head hiQ

.

� For lesing og kritisk region f�ar vi et tilsvarende argument som ved tilordning.

� Konsekvensregel: Anta P
0 ) P (premiss i regelanvendelsen). Dette gir fhiP 0

jP 0g �
fhiP jPg, og sammen med induksjonshypotesen gir dette at det �nnes en hiQ

slik at

hiP 0
head hiQ

.

Dermed skulle induksjonsskrittet i beviset v�re gjennomf�rt for reglene for alle program-

konstruksjoner, unntatt dersom prosessen ikke terminerer, f.eks. fordi den aborterer eller

g�ar i evig l�kke. Siden vi har et bevis for fPgSfQg kan dette forsterkes med en ter-

mineringsvakt, fP ^ tSgSfQg. Betingelsen P ^ tS i en gren av programmet som leder til

ikke-terminering vil v�re ekvivalent med betingelsen false, og dermed er lemmaet trivielt

sant. �

Lemma 3 La

fQ
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
grj := efQg

v�re en anvendelse av aksiomskjemaet T1 p�a en setning med tilordning til en felles variabel

i beviset i System 1. Da gjelder tilsvarende Hoare-setning i System 3:

T10: (I 0)f(Q
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)0grj := efQ0g
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Bevis. Ved �a anvende T3, f�ar vi T10 dersom f�lgende premiss kan vises:

j I
0 ^M^ Gi[(Q

rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)0]) (I 0 ^ Gi[Q

0])
rj;

e;

i:rj;

e;

!rj;

!rj`e;

i!rj
i!rj`e

Dette gj�res i to deler. F�rst vises den lokale betingelsen, (Gi[Q0])
rj;

e;

i:rj ;

e;

!rj;

!rj`e;

i!rj
i!rj`e

. Her er

det un�dvendig �a anta I 0 og M, s�a vi viser:

Gi[(Q
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)0] j (Gi[Q

0])
rj;

e;

i:rj;

e;

!rj;

!rj`e;

i!rj
i!rj`e

Ved �a ekspandere Gi og de lokale 0-uttrykkene f�ar vi:

9hij(Q
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)r
i:r

V
j
0i!rj0 = hi=!j

0 j (9hijQr

i:r

V
j
0 i!rj0 = hi=!j

0)
rj ;

e;

i:rj;

e;

!rj;

!rj`e;

i!rj
i!rj`e

Her er j i
V
j
-delen av uttrykket byttet ut med j0 for�a unng�a sammenblanding med indeksen

til den felles variabel det tilordnes til.

Siden vi ikke har noen frie forekomster av hi kan kvantoren p�a venstre side fjernes, og

substitusjonene p�a h�yre side utf�res:

(Q
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)r
i:r

V
j0i!rj0 = hi=!j

0 j 9hij(Q
r

i:r
)
i:rj
e

V
j0 6=j i!rj0 = hi=!j

0 ^ i!rj `e = hi=!j

Vi velger hi`(!j; e) for hi p�a h�yre side:

(Q
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)r
i:r

V
j
0i!rj0 = hi=!j

0

j ((Qr

i:r
)
i:rj
e )hi

hi`(!j;e)

V
j
0 6=j i!rj0 = hi`(!j; e)=!j0^ i!rj `e = hi`(!j; e)=!j

som er sant, fordi e ikke inneholder referanser til hi eller r, slik at substitusjonene i Q

gir samme resultat p�a begge sider, og fordi uttrykket
V
j0i!rj0 = hi=!j

0 er det samme som
V
j0 6=j i!rj0 = hi`(!j; e)=!j0^ i!rj `e = hi`(!j; e)=!j.

Dermed er vi ferdig med �a vise den lokale betingelsen.

I neste del av beviset m�a vi vise at den globale invarianten vedlikeholdes:

j I
0 ^M^ Gi[(Q

rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)0]) I

0rj;
e;

i:rj;

e;

!rj;

!rj`e;

i!rj
i!rj`e

(3.1)

Hvis vi velger samme h i I 0
rj;

e;

i:rj;

e;

!rj ;

!rj`e;

i!rj
i!rj`e

som i I 0, f�lger det meste av konklusjonen trivielt,

unntatt f�lgende tre utsagn:

i!rj `e head locali(h)=!j (3.2)

!rj `e head h=!j (3.3)

9kj : : :^#i!rj `e = #locali(h[1:k])=!j ^ : : : (3.4)

(3.2) viser vi ved f�rst �a vise

Gi[(Q
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)0] j (9hijQ

rj
e ^ i!rj `e = hi=!j)

r

i:r
(3.5)
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som blir f�lgende uttrykk hvis venstre side skrives helt ut, og substitusjonen p�a h�yre side

utf�res:

9hij(Q
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)r
i:r

V
j
0 i!rj0 = hi=!j

0 j 9hij(Q
rj
e )

r

i:r
^ i!rj `e = hi=!j

Ved �a velge hi`(!j; e) for hi p�a h�yre side blir dette:

(Q
rj ;

e;

hi

hi`(!j;e)
)r
i:r

V
j0 i!rj0 = hi=!j

0 j ((Q
rj
e )

r

i:r
)hi
hi`(!j;e)

^ i!rj `e = hi`(!j; e)=!j

som opplagt m�a v�re sant.

Vi kan ikke bruke rj i spesi�kasjonen av hi i System 1, fordi denne variabelen nettopp har

f�att tilordnet en ny verdi, mens hi er avhengig av gamle verdier. Dermed har vi:

j fhijQg = fhijQ
rj
e g (3.6)

der Q er betingelsen etter denne tilordningssetningen i System 1.

Fra (3.1) kan vi anta Gi[(Q
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)0], og fra (3.5) f�ar vi da:

(9hijQ
rj
e ^ i!rj `e = hi=!j)

r

i:r

som ved �a bruke (3.6) blir:

(9hijhi 2 fhijQg ^ i!rj `e = hi=!j)
r

i:r

La Qi v�re denne prosessens bakbetingelse, fortsatt i System 1. Siden det er bevist at

denne betingelsen holder, kan vi forsterke den med tS . Lemma 2 gir da at alle hi som er

slik at Q ^ tS er sann, m�a v�re head-sekvens av en hi som gj�r Qi sann. Dette m�a ogs�a

gjelde dersom vi ser p�a en projeksjon av sekvensene, og uttrykket blir dermed:

(9hijhi 2 fhijQi

::rj0 ::

::f inalj0(hi)::
g ^ i!rj `e head hi=!j)

r

i:r

og siden substitusjonene av r ikke vil ha noen e�ekt og hi = locali(h), har vi ogs�a:

9hjh 2 fhj(Qi

::rj0 ::

::f inalj0(hi)::
)hi
locali(h)

g ^ i!rj `e head locali(h)=!j

og dermed har vi vist (3.2).

Fra Gi[(Q
rj;

e;

hi

hi`(!j;e)
)0] har vi

V
j0 i!rj0 = hi=!j

0 der hi oppfyller forbetingelsen til setningen

vi beviser. Fra I
0 har vi 0 � k � #h

V
j0(
V
i
#i!rj0 = #locali(h[1:k])=!j

0), og fra M kan vi

vite hvordan de lokale og globale sekvensene skal stemme overens med hverandre. Vi velger

k+ � for k i I 0
rj;

e;

i:rj;

e;

!rj;

!rj`e;

i!rj
i!rj`e

. � angir hvor mange elementer fremover i h elementet (i!j; e)

er. Elementene mellom k og k+ � vil v�re ?-elementer. Fra alle disse antagelsene og (3.2)

f�ar vi at det �nnes en h slik at bakbetingelsen til alle prosessene i System 1, og dermed I
0,

holder og:

h[k + �] = (i!j; e)

og fra denne, I 0 og M f�lger (3.3) og (3.4). Vi er ferdig med denne delen og dermed hele

beviset for dette lemmaet. �
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Lemma 4 La

f8rj jQ
v;

ej;

hi

hi`(?j;rj)
gv := ejfQg

v�re en anvendelse av aksiomskjemaet L1 p�a en setning med lesing av en felles variabel i

beviset i System 1. Da gjelder tilsvarende Hoare-setning i System 3:

L10: (I 0)f(8rj jQ
v;

ej;

hi

hi`(?j;rj)
)0gv := ejfQ

0g

Bevis. Ved �a anvende L3, med Q
0 som bakbetingelse og I 0 som global invariant, f�ar vi:

j (I 0)f8rj jL
j

i
[I 0 ^M]) (Q0)v

ej
gv := ejfQ

0g

Hvis vi bruker CQL p�a denne, f�ar vi L10 ved �a vise:

j (8rj jQv;

ej;

hi

hi`(?j;rj)
)0 ) (8rj jL

j

i
[I 0 ^M]) (Q0)v

ej
)

som ved �a fjerne den un�dvendige antagelsen, Lj

i
[I 0 ^M], og skrive 0-delene helt ut blir:

9hij(8rj jQ
v;

ej ;

hi

hi`(?j;rj)
)
V
j0 !rj0 = hi=!j

0 j 8rj j(9hijQ
V
j0 !rj0 = hi=!j

0)v
ej

Siden vi ikke har frie forekomster av hi eller rj kan 9-kvantoren p�a venstre side og 8-
kvantoren p�a h�yre side i uttrykket fjernes. Videre utf�res substitusjonen p�a h�yre side:

(8rj jQ
v;

ej;

hi

hi`(?j;rj)
)
V
j0 !rj0 = hi=!j

0 j 9hijQ
v

ej

V
j0 !rj0 = hi=!j

0

Videre velger vi hi`(?j; rj) for hi p�a h�yre side, mens vi velger rj som fri forekomst av rj

p�a venstre side:

Q
v;

ej;

hi

hi`(?j;rj)
;

V
j0 !rj0 = hi=!j

0 j (Qv

ej
)hi
hi`(?j;rj)

V
j0 !rj0 = hi`(?j; rj)=!j

0

og dette uttrykket er trivielt siden hi=!j
0 = hi`(?j; rj)=!j

0 og ej ikke inneholder referanser

til hi. �

Lemma 5 For enhver anvendelse av regelen K1 p�a en await-setning i beviset i System 1:

fPgSfQhi

hi`(!!r)
g

f8rje) P

hi

hi`(??r)
gawait e do S odfQg

kan vi avlede f�lgende for den samme setningen i System 3:

K10:
fP 0gSf(Qhi

hi`(!!r)
)0g

(I 0)f(8rje) P

hi

hi`(??r)
)0gawait e do S odfQ0g

Bevis. Vi viser f�rst at premissen i anvendelsen av K1 gir premissen i K10. Vi bruker

aksiomskjemaet CONS og f�ar f�lgende uttrykk, der betingelsene bare inneholder mytiske

variable:

f
V
j
!rj = hi=!jgSf

V
j
!rj = hi=!jg

Ved �a bruke reglene CJ og CQL p�a dette uttrykket og premissen i K10 f�ar vi:

fP
V
j
!rj = hi=!jgSfQ

hi

hi`(!!r)

V
j
!rj = hi=!jg
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og ved �a bruke EXST og CQR f�ar vi:

f9hijP
V
j
!rj = hi=!jgSf9hijQ

hi

hi`(!!r)

V
j
!rj = hi=!jg (3.7)

som er det samme som premissen i K10. Inne i S vil det ikke skje noe med de mytiske

variablene, s�a e�ekten p�a merkete og umerkete betingelser vil v�re den samme.

Videre viser vi K10 ved �a bruke f�lgende instans av regelen K3:

fe ^ I
0 ^M^ G�

i
[e) P

0]gSf(I 0^ G�
i
[Q0])

!r;
!r`r;

i!r
i!r`rg

(I 0)f8rje) P
0gawait e do S odfQ0g

(3.8)

For �a f�a konklusjonen i K10 bruker vi CQL og viser:

j (8rje) P
hi

hi`(??r)
)0 ) 8rje ) P

0

�A ekspandere 0-delene gir f�lgende uttrykk:

9hij(8rje) P
hi

hi`(??r)
)
V
j
!rj = hi=!j j 8rje) 9hijP

V
j
!rj = hi=!j

Siden vi ikke har frie forekomster av r eller hi, blir dette:

(8rje) P

hi

hi`(??r)
)
V
j
!rj = hi=!j j e) 9hijP

V
j
!rj = hi=!j

Ved �a velge rj p�a venstre side og hi`(??r) p�a h�yre side, f�ar vi:

e) P

hi

hi`(??r)
;

V
j
!rj = hi=!j ; e j P

hi

hi`(??r)

V
j
!rj = hi`(??r)=!j

som burde v�re opplagt.

Vi antar premissen i K10 og skal vise premissen i (3.8). I 0 refererer kun til mytiske variable,

og ved �a bruke aksiomskjemaet CONS f�ar vi:

fI 0gSfI 0g

Vi anvender reglene CJ og CQL p�a dette uttrykket og (3.7), og f�ar:

fG�
i
[P 0] ^ I

0gSfG�
i
[(Qhi

hi`(!!r)
)0]^ I

0g (3.9)

Ved �a bruke konsekvensreglene, m�a f�lgende to uttrykk vises for at vi skal ha premissen i

(3.8):

e ^ I
0 ^M^ G�

i
[e) P

0]) G�
i
[P 0] ^ I

0 (3.10)

G�
i
[(Qhi

hi`(!!r)
)0] ^ I

0 ) (I 0 ^ G�
i
[Q0])

!r;
!r`r;

i!r
i!r`r) (3.11)

(3.10) skulle v�re rimelig opplagt, siden G�
i
-operatoren ikke navner om felles variable og e

ikke inneholder mytiske variable. Dermed er G�
i
[e) P

0] ekvivalent med e) G�
i
[P 0].
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Kapittel 3. System 3: Redusert mengde av mytiske variable

For (3.11) viser vi den lokale delen f�rst. Da er det tilstrekkelig �a anta G�
i
[(Qhi

hi`(!!r)
)0], og

vi m�a vise:

j G�
i
[(Qhi

hi`(!!r)
)0]) (G�

i
[Q0])

!r;
!r`r;

i!r
i!r`r

Vi ekspanderer G�
i
og 0-uttrykk og utf�rer substitusjonene p�a h�yre side og f�ar:

9hijQ
hi

hi`(!!r)

V
j
i!rj = hi=!j j 9hijQ

V
j
i!rj `rj = hi=!j

Ved �a velge hi`(!!r) n�ar kvantoren p�a h�yre side i uttrykket fjernes, f�ar vi:

Q
hi

hi`(!!r)

V
j
i!rj = hi=!j j Q

hi

hi`(!!r)

V
j
i!rj `rj = hi`(!!r)=!j

som skulle v�re opplagt.

Da gjenst�ar det �a vise I 0-delen:

j G�
i
[(Qhi

hi`(!!r)
)0] ^ I

0 ) I
0!r;
!r`r;

i!r
i!r`r

Det meste av I
0!r;
!r`r;

i!r
i!r`r f�lger trivielt fra I

0, unntatt f�lgende tre utsagn:

V
j
i!rj `rj head locali(h)=!j (3.12)

V
j
!rj `rj head h=!j (3.13)

9kj : : :
V
j
#i!rj `rj = #locali(h[1:k])=!j : : : (3.14)

Disse bevises p�a samme m�ate som de tilsvarende utsagnene i lemma 3:

(3.12) vises ved �a anta (G�
i
[Q0])i!r

i!r`r, dvs.:

j 9hijQ
V
j
i!rj `rj = hi=!j

Q er bakbetingelsen til await-setningen i System 1. Denne kan vi forsterke med en ter-

mineringsvakt. La Qi v�re bakbetingelsen til hele prosessen i System 1. Da har vi fra

lemma 2 at for enhver hi som gj�r at Q er sann, �nnes det en forlengelse av denne som gj�r

Qi sann. Dette m�a gjelde selv om vi bare ser p�a en projeksjon av sekvensene, og dermed

har vi:

9hijhi 2 fhijQi

::rj::

::f inalj(hi)::
g
V
j
i!rj `rj head hi=!j

og siden hi = locali(h), har vi:

9hjhi 2 fhij(Qi

::rj::

::f inalj(hi)::
)hi
locali(h)

g
V
j
i!rj `rj head locali(h)=!j

og fordi denne h oppfyller I 0, har vi vist (3.12).

Resten av beviset ligner p�a det som gj�res for tilordningssetningen. Vi antar M for �a f�a

riktige ettinger. Videre antar vi 0 � k � #h

V
j
#!rj = #h[1:k]=!j og resten av I

0. Da

�nnes det h og k slik at vi i konklusjonen kan velge k + � for k, der elementene mellom k

og k+ � bare er ?-elementer, og vi har h[k+ �] = (!!r). Sammen med (3.12) gir dette (3.13)

og (3.14). �
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3.6. Relativ kompletthet

Lemma 6 For enhver anvendelse av regelen P1 p�a en cobegin: : :coend-blokk i beviset i

System 1:

fPigSifQig

fr=r0
V
i
Pi

hi
" gcobegin S1 k � � � k Sn coendf9hj

V
i
Qi

V
j
rj=finalj(h)g

kan vi avlede f�lgende i System 3:

P10:
(I 0)fP 0

i
gSifQ0

i
g i = 1; : : : ; n

fr=r0
V
i
Pi

hi
" gcobegin S1 k � � � k Sn coendf9hj

V
i
Qi

V
j
rj=finalj(h)g

Qi er (Qi

::rj::

::f inalj(hi)::
)hi
locali(h)

.

Bevis. Anta premissen i P10. Ved �a anvende P3 f�ar vi:

fI 0!r;
";

1!r;
";

:::;

:::;

n!r
"

^ r=r0
V
i
P

0
i

!r
"
gcobegin S1 k �� k Sn coendf9!r; 1!r; ::; n!rjI

0^M
V
i
Gi[Q

0
i
]g

Vi f�ar konklusjonen i P10 ved �a anvende konsekvensregler og vise f�lgende:

r=r0
V
i
Pi

hi
"
) I

0!r;
";

1!r;
";

:::;

:::;

n!r
"

^ r=r0
V
i
(P 0

i
)!r
"

(3.15)

9!r; 1!r; ::; n!rjI 0^M
V
i
Gi[Q0

i
]) 9hj

V
i
Qi

V
j
rj=finalj(h) (3.16)

F�rst viser vi (P 0
i
)!r
"
-delen av (3.15). Det er nok �a anta Pi

hi
"
. Skrevet helt ut blir dette:

Pi
hi
"
j 9hijPi

V
j
" = hi=!j

og ved �a velge " for hi f�ar vi f�lgende trivielt sanne uttrykk:

Pi
hi
"
j Pi

hi
"

V
j
" = "=!j

For �a vise I 0!r;
";

1!r;
";

:::;

:::;

n!r
"
, dvs.:

j 9hj
V
i
(Qi

::rj::

::f inalj(hi)::
)hi
locali(h)

V
j
(" head h=!j

V
i
" head locali(h)=!j)

^9kj0 � k � #h

V
j
#" = #h[1 : k]=!j

antar vi at forbetingelsen i beviset i System 1 var forsterket med en termineringsvakt.

Dermed vet vi at det eksisterer en h slik at bakbetingelsen
V
i
(Qi

::rj::

::f inalj(hi)::
)hi
locali(h)

og

dermed hele uttrykket er sant.

Dermed er beviset av (3.15) ferdig.

Som sagt ovenfor vet vi at det �nnes en h slik at
V
i
(Qi

::rj::

::f inalj(hi)::
)hi
locali(h)

er sann. Fra
V
i
Gi[Q

0
i
] og hi = locali(h) f�ar vi da:

V
j
(
V
i
i!rj = locali(h)=!j)

og ved I
0 og M blir dette:

V
j
(!rj = h=!j

V
i
i!rj = locali(h)=!j)

og dermed
V
j
rj=finalj(h)

og beviset av (3.16) er ogs�a ferdig. �
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Kapittel 3. System 3: Redusert mengde av mytiske variable

3.7 Diskusjon

Kompletthetsbeviset og produsent-konsument-eksemplet antyder at det kan bli mye som

skal spesi�seres i den globale invarianten, for�a kunne veri�sere et program. Vi kunne derfor

som nevnt p�a side 28, �nske �a bruke ?-sekvenser ogs�a.

Ved �a ta utgangspunkt i en modell slik vi har gjort for System 3 vil det v�re lett �a lage

et bevissystem med ?-sekvenser som er sunt og komplett. Det forutsettes selvf�lgelig at

modellen er riktig og at reglene utledes riktig. Et slikt bevissystem kan ses p�a som en

utvidelse av System 3, og System 2 kan ses p�a som en utvidelse av dette igjen. I dette nye

systemet vil vi kunne bevise minst like mye som i System 3. Dermed vil et slikt system

v�re komplett, fordi System 3 er komplett. Samtidig vil vi ikke kunne vise mer enn det vi

kan i System 2, som er sunt, og dermed har vi ogs�a sunnhet.

I en del tilfeller vil et bevis i System 3 ikke bli s�a hierarkisk oppbygget som �nskelig, siden

en endring av en prosess vil kunne medf�re at den globale invarianten m�a endres. Dermed

risikerer vi �a m�atte gj�re store deler av beviset om igjen. Dersom vi har historiesekvenser

som i System 1 og ikke har global invariant, vil en endring av en prosess medf�re at denne

prosessens historiesekvens endres. Beviset for parallell sammensetning m�a gj�res om igjen,

og dette inkluderer �a se p�a ettinger av alle historiesekvenser. Det er vanskelig �a si hva

som blir mest arbeidskrevende, men begge metoder vil nok kreve en del arbeid.

Ved �a fjerne en del av den mytiske informasjonen kan vi f�a enklere regler. Vi f�ar ihvertfall

mindre mytisk informasjon �a holde rede p�a. Det er teoretisk interessant �a se hvor lite

mytisk informasjon som er n�dvendig for �a ha et komplett bevissystem.

I de tilfelle hvor ingen felles variable endres i kritisk region, brukes det i et eksempel i

[Owe92] en regel der !-sekvensene ikke endres. En slik regel vil gj�re spesi�kasjonen enklere,

og det kunne derfor v�re �nskelig med en slik regel i System 3. Uten ?-sekvenser kan det

virke som om et bevissystem med en slik regel ikke vil v�re komplett, noe produsent-

konsument-eksemplet illustrerer. Det synes som om vi trenger enten full oppdatering av

de mytiske variablene, som i denne oppgaven, eller ?-sekvenser, som i eksemplet i [Owe92].

Ser vi p�a modellen virker dette rimelig. �A fjerne oppdateringen av !-sekvensene ved utgang

av kritisk region vil medf�re at det ikke tas vare p�a noe historieinformasjon i modellen av

en slik programsetning.

I kompletthetsbeviset forsterket vi betingelser med termineringsvakt ved de anledninger

det var n�dvendig for �a gjennomf�re beviset. Derfor er vi ikke sikret at spesi�kasjonen,

dvs. lokale betingelser og den globale invarianten, av ikke-terminerende programmer vil

kunne uttrykke s�a mye fornuftig. Det eneste kompletthetsbeviset garanterer er at vi kan

bevise at bakbetingelsen er false.

Mange ganger �nsker vi �a vise mer enn dette selv om programmet ikke alltid terminerer.

F.eks. viser vi i produsent-konsument-eksemplet at data overf�res riktig, og til dette bruker

vi den globale invarianten. Ved �a inkludere i den globale invarianten alle muligheter for

hvordan de mytiske variablene kan komme til �a se ut, ikke bare hvordan de vil se ut etter

coend, kan vi vise sterkere spesi�kasjoner for programmer som ikke alltid terminerer.
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Kapittel 4

Vrangl�as

I dette kapitlet skal vi se om bevissystemet kan brukes til �a bevise vrangl�as/frav�r av

vrangl�as i programmer. Vi bruker de�nisjonen av total vrangl�as fra side 7:

Alle prosesser som ikke har terminert er i venting.

Dette inneb�rer at all aktivitet har opph�rt. I denne oppgaven ser jeg ikke p�a partiell

vrangl�as, selv om resonnementene kan utvides til �a gjelde dette ogs�a.

De eneste stedene vi har noen form for venting er ved await-setninger. Det er alts�a i

forbindelse med disse at det er fare for at vi f�ar vrangl�as. Frav�r av vrangl�as inneb�rer

at i en tilstand der alle prosessene er foran en await-setning, m�a minst en prosess ha sann

ventebetingelse.

4.1 Modellen for kritisk region

For�a l�se problemet med�a bevise vrangl�asfrihet, tar vi utgangspunkt i modellen for kritisk

region. Modellen ser opprinnelig slik ut, som gitt i [Owe92] (modell 1):

jjrj := some; if e then hi := hi`(??r); S; hi := hi`(!!r) else abort �

Den skrives ogs�a slik (modell 2):

r := (some rje); hi := hi`(??r); S; hi := hi`(!!r)

I begge modeller utf�res hele programbiten som en atomisk operasjon. Regelen som h�rer

til ser slik ut:

fe ^ I ^ P ^ R ^RigSf(Hi ) Q ^ I)
h;

h`(i!!r);
hi

hi`(!!r)
g

(I)f8rjPhi

hi`(??r)
gawait e do S odfQg
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Kapittel 4. Vrangl�as

Modell 1

I den f�rste modellen er det abort-setningen som er ment �a modellere vrangl�as. Vi f�ar

vrangl�as dersom programkontrollen kommer inn i else-grenen. �A bevise frav�r av vrangl�as

vil da tilsvare�a bevise betingelsen false p�a begynnelsen av else-grenen. Vi m�a alts�a bevise

at e aldri kan v�re false i det if-testen evalueres. Dette er imidlertid et for sterkt krav,

siden det er tilstrekkelig �a vise at �en av prosessenes ventebetingelser er sann for �a unng�a

vrangl�as.

Problemet med denne modellen i sammenheng med vrangl�as (eller synkronisering) er at

jjrj := some kan utf�res f�r e er sann, uten at dette inuerer Hoare-analysen. Siden e ikke

omtales i some-konstruksjonen, men f�rst blir evaluert i if-setningen, er det vanskelig �a

modi�sere forutsetningene slik at modellen vil v�re egnet til ogs�a�a kunne omfatte venting.

Modell 2

I [Owe92] de�neres det at some-konstruksjonen aborterer hvis e er false. Dette gir samme

problemer som for modell 1. I dette tilfellet evalueres e i some-konstruksjonen, slik at her er

det mulig �a modi�sere m�aten denne konstruksjonen fungerer p�a. Vi lar programkontrollen

stoppe foran some-setningen og vente p�a sann ventebetingelse istedenfor�a abortere. Dette

gj�res p�a en slik m�ate at andre prosesser slipper til og kan endre felles variable og dermed

verdien av e.

Modi�kasjon av modell 2

I f�rste omgang endrer vi modell 2 slik at venting uttrykkes eksplisitt i historiene. Dette

gj�r vi for �a forenkle resonnementet for hvordan vi �nner et uttrykk for vrangl�asfrihet. Vi

legger setningen hi := hi ` await f�rst. Dette tilsvarer �a melde seg p�a i en ventek� hvor

prosessen blir liggende til e er sann:

hi := hi`await; r := (some rje); hi := hi`(??r); S; hi := hi`(!!r)

await-elementene er med i b�ade lokale og globale historiesekvenser, fordi vi ser p�a dette

som to atomiske operasjoner:

1. At prosessen melder seg p�a i ventek�, hi := hi`await

2. Resten av uttrykket. Dette var ogs�a en atomisk operasjon i den opprinnelige modellen,

under forutsetning av at e var sann f�r utf�relsen.

Det m�a bevises at den globale invarianten, I, holder over disse to operasjonene, og vi f�ar

f�lgende regel:

fe ^ I ^ P ^R ^RigSf(Hi ) Q ^ I)
h;

h`(i!!r);
hi

hi`(!!r)
g ; I ^ G

j

i
[Phi

hi`await`(??r)
]) I

h

h`await

(I)f8rjPhi

hi`await`(??r)
gawait e do S odfQg
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4.2. Eksempel: Dining Philosophers

Vi skal n�a se hvordan vi kan uttrykke frav�r av vrangl�as. Hvis vi f�ar vrangl�as, vet vi at alle

de lokale historiesekvensene har await som siste element og ingen av ventebetingelsene er

sanne. For�a vise frav�r av vrangl�as er det derfor tilstrekkelig �a vise at �en ventebetingelse,

ei, er sann. Indeksen i angir hvilken prosess uttrykket er fra, og dette uttrykket globaliseres

ikke. Vi kan ogs�a anta den lokale forbetingelsen til await-setningen, fordi det vil ikke bli

vrangl�as hvis vi ikke kan n�a denne tilstanden. Her brukes bi som forkortelse for Gi[P ], den

lokale betingelsen som h�rer sammen med ei, sett med globale �yne. Videre kan vi anta

rt(local i(h)) = await , siden vi vet at det siste elementet f�r en vrangl�as vil v�re en await.

Vi kan som vanlig anta den globale invarianten.

I f�rste omgang ser vi bare p�a programmer der hver prosess har �en await-setning. �A bevise

frav�r av vrangl�as i et slikt program tilsvarer �a vise at den globale invarianten impliserer

f�lgende uttrykk:

(
V
i
rt(local i(h)) = await)) (

V
i
bi )

W
i
ei)

Vi kommer tilbake til hvordan programmer med ere await-setninger i en prosess skal

bevises.

Forenkling av uttrykket for vrangl�asfrihet

I uttrykket for vrangl�asfrihet som vi har satt opp, er antagelsen
V
i
rt(local i(h)) = await

un�dvendig, fordi det alltid vil v�re mulig �a ha den samme informasjonen i de lokale

betingelsene. Dermed vil et bevis for frav�r av vrangl�as v�re �a bevise at den globale

invarianten impliserer:

V
i
bi )

W
i
ei

Siden vi n�a kan ha all informasjon i de lokale betingelsene, trenger vi strengt tatt ikke

await-elementet, og vi sl�yfer derfor all spesi�kasjon av det.

Hvis vi ser p�a modellen, �nner vi ut at dette virker rimelig. Dersom det oppst�ar en vrangl�as,

stopper programkontrollen foran setningen r := (some rje). �A bevise at vi ikke f�ar vrangl�as

blir derfor ekvivalent med�a bevise at det er mulig�a oppfylle en e, slik at programkontrollen

fortsetter over denne setningen.

Det blir alts�a ingen avleiring av await-elementer i historiesekvensene. Regelen for kritisk

region blir den samme som i det opprinnelige systemet, siden ingen utvidelse av dette

systemet er n�dvendig. Spesi�kasjonen av et program kan bli enklere dersom vi fortsatt

har await-elementet, men regelen blir mer komplisert.

4.2 Eksempel: Dining Philosophers

Som et eksempel p�a hvordan vi bruker denne metoden for�a bevise frav�r av vrangl�as, kan

vi bruke Dijkstras klassiske eksempel, Dining Philosophers [Dij72].

Fem �losofer sitter rundt et stort bord med en bolle spaghetti midt p�a bordet, og de veksler

mellom �a tenke og spise. Det er en tallerken til hver, og mellom hver tallerken ligger en

ga�el, se �gur.
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Kapittel 4. Vrangl�as

Filosof0

Filosof1

Filosof2Filosof3

Gaffel0 Gaffel1

Gaffel2

Gaffel3

Gaffel4

Filosof4

For �a kunne spise m�a en �losof ha gaene p�a begge sider av seg. Disse gaene deles med

naboene, s�a de kan v�re opptatt. Et eksempel er �losof1, som bruker ga�el1 og ga�el2.

ga�el1 deler han med �losof0 og ga�el2 med �losof2.

4.2.1 Med vrangl�as

Vi kan tenke oss at en �losof f�rst tar opp venstre ga�el og s�a h�yre n�ar han �nsker�a spise.

N�ar han er ferdig med �a spise legger han begge gaene ned igjen, slik at naboene f�ar spist

ogs�a.

La hver �losof representere en prosess og hver ga�el en ressurs som skal deles. Vi lar en

ga�el v�re en boolsk variabel som er true n�ar den er ledig og false n�ar den er opptatt.

Dette gir f�lgende system:

ga�el0 := ga�el1 := ga�el2 := ga�el3 := ga�el4 := true;

cobegin �losof 0 k � � � k �losof 4 coend

En �losof-prosess blir da:

�losof
i
:: loop

await ga�el
i
do ga�el

i
:= false od

await ga�el
i+51

do ga�el
i+51

:= false od

hspisi;
ga�el

i
:= true

ga�el
i+51

:= true

htenki;
repeat

+5 betyr pluss modulo 5.
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4.3. Prosesser med ere await-setninger

Denne m�aten �a dele gaene p�a inneb�rer en risiko for at vi kan f�a vrangl�as. Sett at alle

�losofene bestemmer seg for �a spise samtidig og plukker opp sin venstre ga�el. Da vil alle

sitte med en ga�el og vente p�a at den andre skal bli ledig. Den ga�elen er imidlertid plukket

opp av �losofen til h�yre, som igjen venter p�a en ga�el. Alle prosessene venter p�a at en

annen prosess skal frigi en ressurs, og vi har f�att en vrangl�as. Et bevis for dette blir gitt i

avsnitt 4.3.2

4.2.2 Uten vrangl�as

En m�ate �a sikre at vi unng�ar vrangl�as [Dij72] er �a la den �losofen som skal spise, vente p�a

at begge gaene er tilgjengelige og s�a plukke opp begge gaene i en operasjon.

En �losof-prosess som bruker denne strategien, ser slik ut:

�losof
i
:: loop

fhi 2 SEKV ig
await ga�el

i
^ ga�el

i+51
do ga�el

i
:= false; ga�el

i+51
:= false od

hspisi;
ga�el

i
:= true

ga�el
i+51

:= true

htenki;
repeat

SEKV i betyr mengden av sekvenser som oppfyller f�lgende regul�re uttrykk

h(?? : : : ; true; true; : : :); (!! : : : ; false; false; : : :); (!ga�el
i
; true); (!ga�el

i+51
; true)i�

der hei� betyr gjentakelse av e null eller ere ganger.

Elementet (?? : : : ; true; true; : : :) betyr at vi leser true fra variablene ga�el
i
og ga�el

i+51
,

og (!! : : : ; false; false; : : :) st�ar for tilordning av false til de samme variablene.

Den lokale betingelsen foran await-setningene i hver prosess er hi = SEKV i og tilh�rende

ventebetingelse er ga�el
i
^ ga�el

i+51
. Dette gir f�lgende uttrykk for frav�r av vrangl�as:

V
i
Gi[hi 2 SEKV i])

W
i
ga�el

i
^ ga�el

i+51

Vi lar den globale invarianten v�re true. �A bevise at den lokale invarianten i �losof-

prosessene vedlikeholdes og holder initielt, er rett frem. Til slutt m�a vi vise uttrykket for

frav�r av vrangl�as. Vi ser p�a hvordan de lokale historiesekvensene kan ettes sammen.

Alle prosessene har sist tilordnet true til de ga�el-variablene de bruker, og dermed er alle

ventebetingelsene sanne.

4.3 Prosesser med ere await-setninger

N�ar vi har ere await-setninger f�ar vi ogs�a ere ventebetingelser. Det er ikke sterkt nok

�a bevise at en av disse er sann, siden det kan v�re ved en annen await-setning vi venter.
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P�a den annen side blir det for sterkt �a kreve at alle ventebetingelser skal v�re sanne hver

gang vi kommer til en await-setning.

Det er n�dvendig �a skille mellom await-setningene for �a vite hvilken ventebetingelse som

m�a v�re sann. En m�ate �a gj�re dette p�a er �a se p�a de lokale betingelsene ved hvert

await-sted. Vi bruker de globale utgavene av betingelsene.

Vi m�a sjekke alle tilstander der prosessene venter. Dette gir et eksponensielt antall til-

stander �a unders�ke. Antall kombinasjoner er:

k1 � k2 � � � � � kn

der k1 er antall await-setninger i prosess 1, k2 i prosess 2, osv, og det er n prosesser.

Dersom det er like mange await-setninger i hver prosess kan dette uttrykkes som k
n der k

er antall await-setninger og n er antall prosesser.

En tilstand hvor alle prosesser venter gir opphav til en konjunkt i uttrykket som vi m�a vise

at den globale invarianten impliserer. Det blir dermed k
n konjunkter i uttrykket. En slik

konjunkt ser ut som:

V
i
biji

)
W
i
eiji

Indeksen i st�ar som vanlig for prosess, og ji st�ar for hvilken await-setning det er i prosessen.

Denne indeksen bestemmes av hvilken av tilstandene vi unders�ker i denne konjunkten.

eiji
er ventebetingelsen i jite await-setning i prosess i, og biji

er forbetingelsen til samme

await-setning globalisert.

Hvis vi tar med de lokale historiesekvensene i de lokale betingelsene, og uttrykker i den

globale invarianten hva de lokale sekvensene skal v�re head-sekvenser av, slik vi gjorde

i forrige eksempel, blir bevisene lette �a gjennomf�re. I praksis blir det store problemet �a

sette opp uttrykket for frav�r av vrangl�as, siden dette uttrykket blir s�a stort.

4.3.1 Eksempel: Alternativ m�ate �a programmere Dining Philosophers

Vi bruker nok en gang Dining Philosophers som eksempel. Denne l�sningen er foresl�att av

Hoare [Hoa72]. Den har to await-setninger pr. prosess og er uten vrangl�as.

Filosof-prosessene 0{3 tar opp f�rst venstre og s�a h�yre ga�el, mens prosess 4 gj�r det i

motsatt rekkef�lge. Prosess 0{3 ser da slik ut:

�losof
i
:: loop

fhi 2 SEKV ig
await ga�el

i
do ga�el

i
:= false od

await ga�el i+1 do ga�el i+1 := false od

hspisi;
ga�el

i
:= true

ga�el
i+1 := true

htenki;
repeat

der SEKV i betyr mengden av sekvenser som oppfyller det regul�re uttrykket
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h(?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :); (?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :);
(!ga�el

i
; true); (!ga�el

i+1; true)i�

I de to f�rste elementene vil true og false tilsvare verdien av ga�el
i
og i de to neste

variabelen ga�el
i+1. Som vanlig brukes � for gjentakelse. Vi bruker ogs�a SEKV 0

i
som

betyr mengden av sekvenser som oppfyller

h(?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :); (?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :);
(!ga�el

i
; true); (!ga�el

i+1; true)i � (?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :)

En sekvens fra denne mengden vil v�re lik en sekvens fra mengden SEKV i med ele-

mentene (?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :) lagt til. Verdiene true og false tilh�rer vari-

abelen ga�el
i
.

Prosess 4 blir slik:

�losof 4 :: loop

fh4 2 SEKV 4g
await ga�el0 do ga�el0 := false od

await ga�el4 do ga�el4 := false od

hspisi;
ga�el0 := true

ga�el4 := true

htenki;
repeat

SEKV 4 betyr mengden av sekvenser som oppfyller

h(??true; : : :); (!!false; : : :); (?? : : : ; true); (!! : : : ; false); (!ga�el0; true); (!ga�el4; true)i�

Her vil true og false i de to f�rste elementene tilsvare ga�el0 og i de to neste variabelen

ga�el4. SEKV
0
4 betyr (som for de andre prosessene) mengden av sekvenser som oppfyller

h(??true; : : :); (!!false; : : :); (?? : : : ; true); (!! : : : ; false); (!ga�el0; true); (!ga�el4; true)i�
(??true; : : :); (!!false; : : :)

Vi lar den globale invarianten v�re true. �A bevise lokale betingelser for disse prosessene

er trivielt. Til slutt m�a vi sette opp et uttrykk for vrangl�asfrihet og bevise at den globale

invarianten impliserer dette.

Siden det er to await-setninger i hver prosess, og det er fem prosesser, f�ar vi 25 = 32 mulige

tilstander der alle prosessene venter. Dermed f�ar vi en konjunksjon med 32 ledd, som vi

m�a vise.

Som et eksempel p�a hvordan konjunktene vil se ut, kan vi ta det leddet som tilsvarer at

�losof 0 er ved andre await-setning og resten av prosessene ved f�rste:
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G0[h0 2 SEKV 0
0]^ G1[h1 2 SEKV 1]^ G2[h2 2 SEKV 2] ^ G3[h3 2 SEKV 3]^

G4[h4 2 SEKV 4]) ga�el1 _ ga�el1 _ ga�el2 _ ga�el3 _ ga�el0

Ved �a se p�a informasjonen i premissen i dette uttrykket, ser vi at alle ga�el -variablene

unntatt ga�el0 m�a v�re sanne og dermed er uttrykket sant.

Vi kaller dette leddet for KOMB[2,1,1,1,1]. Uttrykket for vrangl�asfrihet med de 32 kon-

junktene kan n�a uttrykkes som:

8p1; p2; p3; p4; p5jKOMB [p1; p2; p3; p4; p5]

der hver pi tar verdiene 1 eller 2.

Vi ser p�a hvordan vi beviser et ledd til. Konjunkten KOMB[2,2,1,2,2] kan skrives helt ut

som:

G0[h0 2 SEKV 0
0] ^G1[h1 2 SEKV 0

1] ^G2[h2 2 SEKV 2]^ G3[h3 2 SEKV 0
3]^

G4[h4 2 SEKV 0
4]) ga�el1 _ ga�el2 _ ga�el2 _ ga�el4 _ ga�el4

Dette tilsvarer at �losof 2 er ved sin f�rste await-setning, mens resten er ved sin andre.

Premissen i uttrykket kan ikke v�re sann, fordi h0 og h4 kan ikke begge lese true fra ga�el0
og skrive false. Prosessene vil aldri komme i denne tilstanden. Resten av leddene vises p�a

samme m�ate.

4.3.2 Eksempel: Bevis av Dining Philosophers med vrangl�as

Vi skal se at vi ikke kan bevise vrangl�asfrihet for den f�rste utgaven av Dining Philosophers.

En �losof-prosess ser ut som:

�losof
i
:: loop

fhi 2 SEK ig
await ga�el

i
do ga�el

i
:= false od

await ga�el
i+51

do ga�el
i+51

:= false od

hspisi;
ga�el

i
:= true

ga�el
i+51

:= true

htenki;
repeat

der SEK i betyr mengden av sekvenser som oppfyller det regul�re uttrykket

h(?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :); (?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :);
(!ga�el

i
; true); (!ga�el

i+51
; true)i�

der true og false i de to f�rste elementene tilsvarer verdiene for ga�el
i
og i de to neste for

ga�el
i+51

. Videre betyr SEK 0
i
mengden av sekvenser som oppfyller
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h(?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :); (?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :);
(!ga�el

i
; true); (!ga�el

i+51
; true)i � (?? : : : ; true; : : :); (!! : : : ; false; : : :)

La KOM [j1; j2; j3; j4; j5] v�re predikatet som sier at prosessene er ved await-setning j1,

j2,: : : , dvs.:

V
i
bji

)
W
i
eji

Uttrykket for vrangl�asfrihet blir

8p1; p2; p3; p4; p5jKOM [p1; p2; p3; p4; p5]

De este av KOM -leddene vil kunne bevises, men KOM [2; 2; 2; 2; 2] vil gi problemer. Dette

leddet tilsvarer at alle prosessene venter foran sin andre await-setning. Hvis vi ser p�a

programteksten skj�nner vi fort at det m�a bli vrangl�as her fordi alle ga�el -variablene er

false, og alle prosessene venter p�a at en av disse variablene skal bli true. Formelt ser dette

leddet ut som

V
i
Gi[hi 2 SEK 0

i
])

W
i
ga�el

i

Ved�a se p�a hvordan historiesekvensene i premissen kan ettes sammen, ser vi at premissen

impliserer at alle ga�el -variablene er false. Dermed kan ikke konklusjonen i uttrykket v�re

sann. Videre er det ikke noe i premissen som vil gj�re denne false. Vi vet dermed at her er

det en mulighet for at vi kan f�a vrangl�as, og vi har bevist det vi sa mer uformelt tidligere

i avsnittet.

4.4 Oppsummering

Ved �a legge inn et await-element i historiesekvensene vises det eksplisitt hvordan venting

kan modelleres. Dette kan gi enklere betingelser, og ikke minst bidrar det til �a klargj�re

hvordan vi kan komme frem til et uttrykk for vrangl�asfrihet. Imidlertid blir regelen for

kritisk region mer komplisert, og det blir mer mytisk informasjon�a holde rede p�a, s�a derfor

tar vi ikke med await-elementet likevel.

Beviset for et program der prosessene har ere await-setninger blir ganske komplisert hvis

vi skal gj�re det helt detaljert, men prinsippet er enkelt.

Enklere systemer har ofte for sterke krav slik at det �nnes vrangl�asfrie programmer som

ikke oppfyller disse kravene. Problemet er s�a komplekst at det nok ikke �nnes noen enklere

m�ate �a utf�re slike bevis.

Det som er gjort i dette kapitlet ligner p�a m�aten dette er behandlet i noen bevissystemer

for CSP [AFdR80, LG81] men er gjort uavhengig av disse arbeidene.
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Kapittel 5

Konklusjon

Utgangspunktet for denne oppgaven var at jeg skulle vise relativ kompletthet av et bevis-

system uten �-sekvenser1, som foresl�att i [Owe92]. I oppgaven har jeg kommet frem til et

sterkere resultat, relativ kompletthet av et bevissystem der sekvenser av leste verdier og

�-sekvenser er fjernet. Dette bevissystemet har jeg motivert utfra en skisse av en mod-

ell med tilordningssekvenser som eneste mytiske variable. I tillegg til beviset for relativ

kompletthet har jeg gitt et uformelt argument for at det er sunt.

Jeg har ogs�a brukt bevissystemet p�a et par eksempler. Det viser seg �a v�re tungt �a

benytte til bevisf�ring i praksis, ihvertfall for den klassen av programmer der prosessene

synkroniseres som i produsent-konsument-eksemplet.

Imidlertid blir reglene enklere enn i System 2. Det er ogs�a teoretisk interessant �a se hvor

lite mytisk informasjon vi kan klare oss med. Dette kan hjelpe p�a v�ar forst�aelse av hvordan

prosesser samhandler og hvordan dette kan bevises.

Det er ogs�a interessant�a se om det er en fordel med en global invariant eller ikke. Fordelen

er, som vi har sett i denne oppgaven, at vi f�ar sv�rt stor uttrykkskraft. Ulempen er at det

m�a vises at den globale invarianten vedlikeholdes i hele programmet, og bevissystemet blir

noe mer komplisert. Dersom man er av den oppfatning at en global invariant er en uting

kan man i System 2 sette den til true, og kompleksiteten vil bli som i System 1, som er

uten global invariant.

En som skal l�re�a bevise parallelle programmer, vil nok synes at et bevissystem som ligner

p�a System 1, vil v�re enklest�a forst�a og anvende. Etterhvert som man f�ar litt mer erfaring

med beviser kan det v�re en fordel �a ha st�rre spillerom i utformingen av spesi�kasjonen

og beviset, med ere valgmuligheter som vil f�re frem. Da vil System 2 v�re mere egnet,

kanskje med den modi�kasjonen at historiesekvensene er oppsplittet (men uten at noe er

fjernet).

Som en oppsummering kan vi si at det (forel�pig) ikke �nnes et \beste" bevissystem. Vi

trenger forskjellige formalismer/bevissystemer avhengig av hva de skal brukes til og hvem

som skal bruke dem.

Videre i oppgaven har jeg ogs�a sett p�a hvordan frav�r av vrangl�as kan bevises i System 2.

Dette kan bli sv�rt komplisert i praksis fordi vi kan risikere�a m�atte sjekke et eksponensielt

1De�nisjonen av �-sekvenser �nnes p�a side 14.
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antall globale tilstander. Jeg tror at mye av grunnen til dette er den iboende kompleksiteten

i problemet med vrangl�assjekking, selv om noe forenkling b�r v�re mulig i forhold til det

jeg har gjort.

Det som er gjort i kapittel 4 om vrangl�as har mye til felles med [AFdR80] og [LG81].

Fordelene med det som er gjort her og i [AFdR80] er at vi kan benytte en global invariant

for �a beskrive mulige globale tilstander, mens det har vi ikke muligheten til i [LG81].

Siden det er begrenset tid til r�adighet for �a gj�re en hovedoppgave, er det naturlig �a runde

av her. Det er imidlertid noen problemstillinger det kunne v�re interessant �a se mer p�a.

Jeg tror det kan v�re av interesse �a se om det �nnes et relativt komplett bevissystem der

den mytiske informasjonen er ytterligere redusert i forhold til det jeg har sett p�a. F.eks. kan

det tenkes at man kan klare seg med tidligere verdier av variable og ikke beh�ve rekkef�lgen

av tilordninger. Dette vil ligne p�a det som er gjort i [Jon83] og [St�91]. Hvis det er umulig

�a redusere den mytiske informasjonen, er det interessant �a se om dette kan vises formelt.

I [Owe92] er det nevnt at hans system kan utvides til �a h�andtere nestet parallellitet etter

m�nster av [Mel86a]. Det kan v�re interessant�a se om et system med redusert mengde av

mytiske variable ogs�a kan utvides til �a h�andtere nestet parallellitet.

Videre kunne jeg tenke meg �a se p�a hvor mye som kreves for �a kunne resonnere om total

korrekthet og tid.

Det er ogs�a av interesse �a se om resonnementer om frav�r av vrangl�as kan forenkles. Her

kunne jeg tenke meg �a se om det er beskrevet en egnet metode i litteraturen, evt. om en

ny metode kan utvikles.

Hittil har jeg nevnt noen retninger for videre arbeid med vanlige felles variable. Det kan

ogs�a v�re interessant �a se p�a andre typer variable, f.eks. monitor-variable, i sammenheng

med historiesekvenser.

Jeg h�aper denne oppgaven er et bidrag til �a �ke forst�aelsen av parallelle prosesser og

resonnementer om disse. Ihvertfall har den bidratt til �ke min egen forst�aelse av emnet.
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