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Forord

Dette notat om fornyelsesteori er utarbeidet i tilknytning
til forelesningene over emnet "Optimale vedlikeholds strategier”
som inngikk som en del av hovedfagskurset S380: Palitelighets-
teori, varen 1982. Hovedgrunnen til at notatet er utarbeidet er
at ingen larebok er funnet tilfredsstillende. Stoffet som gjen-
nomgas dekker bare en liten del av fornyelsesteorien, for eksempel
er Blackwell's teorem og "Key Renewal Theorem" ikke tatt med.
Hovedresultatet som gis er R9 med pafglgende utvidelser.

Jeg vil takke Bent Natvig for verdifull assistanse ved ut-

arbeidelsen av notatet.

Terje Aven



ra {x |7

hln= VE®re en sekvens av ikke negative, endelige og

uavhengige tilfeldige variable med en felles fordelingsfunksjon F.

Anta

F(0) = P{Xn=0} < 1.
La

p = EXn.
Vi ser at

O<p € =,

n

Sett S0 = 0, Sn = z Xi , n > 1 og

N(t) = sup{n; Sn<t}.
Vi sier at en fornyelse skjer ved t hvis N(+¢) hopper ved t.
Vi observerer at

(1) N(t)>n <=> S <t.

La
M(t) = EN(t).

Vi skal nd gi noen resultater knyttet til N(t) og M(t).

RI  M(t) =

Il ~8

F.(t),
1

der F., er i-te konvolusjon av F.

i

Bevis. La IB betegne indikatorfunksjonen for hendelsen B. Ved

a bruke monoton grensesetning og (1) far vi

M(t) = EN(t) = Eizll{i‘N(t)} = iz]EI{i<N(t)}
= Y P{N(t)»i} = ) p{s.<t} = ) F, (t).
i=1 i=1  * i=1 *

R2 M(t) < » for alle O < t < =.

Bemerkning 1. Faktisk har vi E(N(t))k < e, k=1,2,..., se for

eksempel Prabhu (1965), side 155.



Bevis. La «a>0 vare slik at p = P{Xn>a} > 0 (en slik «

eksisterer da 0 < P{x >0} = P( U (X >l}) = lim P{X >l}).
n =1 DM e n m

Definer en ny fornyelsesprosess {Xn} ved
0 hvis X_ < «
n
a hvis X, > a
og la

N(t) = sup{n; f]+---+in<t}.
Da ser vi at for denne nye fornyelsesprosessen sa kan fornyelser

bare skje pa tidspunktene t = 0,a,2a,°°* . La Y, (Yo—l) vere
antall fornyelser pd tidspunkt ia (0), i = 1,2,... . Da kan vi
skrive N(t) = YO_]+Y1+°"Y[t/a] ,» hvor [t/a] er stgrste
heltall mindre enn eller lik t/a. Fordelingen til Yi (i=0,1,
2,... ) er gitt ved

P{Y,>k} = -p)* ', x=1,2,...,
dvs. Y. er geometrisk fordelt med parameter p. Ved nd 3 bruke
at EY, = 1/p £far vi

- 1
EN(t) = E([t/a]+])—1 < o,

Siden Xn < Xn , har vi ﬁ(t) > N(t) og det fglger at M(t) =

EN(t) < EN(t) < .

R3 M(+) er hgyrekontinuerlig.

Bevis. Da N(e) er ikke-avtagende og hgyrekontinuerlig og

M(t) < =« vt, sd fglger det ved den dominerte grensesetning at

lim EN(t+h) E lim N(t+h) = EN(t), dvs. M(t) er hgyrekontinu-
h+0 h+O0

erlig.

R4 La g og h vare Borel-mdlbare funksjoner fra [O,w) til

(-=»,») som er begrenset pa endelige intervaller. Anta

t t
g(t) = h(t) + [ g(t-u)dF(u), O<t<ew (f = [ ), dvs.
' 0 o [o0,t]

g = h + gxF.



Da er

t
g(t) = h(t) + [ h(t-u)am(u) 0 <t <=, dvs.
0

g = h + hxM.

Bevis. La g] = h + hxM. Da er opplagt 9, begrenset pa
endelige intervaller, og ved Fubinis teorem er 9, Borel-malbar .
Enn videre er 9, = h + g]*F. Beviset for denne pastanden fglger.
Ved & bruke resultatet gitt i appendikset finner vi at

h + g]*F = h + (h+hxM)*xF = h + h*xF + (hxM)*F

= h + hxF + hx(MxF) = h + hx(F+MxF).
Da F+MiF=F + (JF)kF=F+ ) FxF=F+ ) F =M, fglger
n n n
n=1 n=1 n=2

det at g] = h + gl*F'

Vi skal na vise at g = 9,

Vi har
g = h + gxF og
= + -
g] h g]*F,

dette gir

g-g, = (g-g *F = ((g-g, )*xF)xF = (g-g, )*F,
(den siste likheten fglger av resultatet gitt i appendikset) .
Ved induksjon far vi at

g—g] = (g-g])*Fn for alle n.
Siden g o9 9, er begrensede pa endelige intervaller vil det
eksistere en K < « slik at [(g—g])(u)|< K, u < t.
Vi har da

t t
| (g-g ) (&)] = | [(g-g,) (t-u)dF (u)| < [[(g-g;)(t=u)|dF (u)
0 . n 0 n

< KFn(t) for alle n.

N& vil Fn(t) 0 ndr n » o da M(t) = EHFn(t) < », og vi md

derfor ha g(t) = g](t). R4 er dermed bevist.




o

nar t » o med sannsynlighet 1.

1
t U

Bevis. Ved definisjonen av N(t) har vi

SN(t) < b SN(t)+1
Derav far vi
S S
N(t) t N(t)+1
(2) N(£) ¢ N(E) ¢ TN(t) C
Vi har at P{lim N(t)<=} = P( S (X ==}) < 3 P{X ==} = 0, dvs.
t e n=1 n n=1 n

N(t) »  ndr t » «» med sannsynlighet 1; dermed fglger det av

store talls sterke lov at

SN(t)
(3) (o) + p nar t > » med sannsynlighet 1.

SN(t)+1 _ SN(t)+1 N(t)+1
N(t) © N(t)+1 N(t)

Da ser vi ogsd at

SN (t)+1 .

(4) N(t) + u nar t » = med sannsynlighet 1.

R5 fglger na fra (2), (3) og (4).

Fgr vi gar videre i fornyelsesteorien skal vi vise fglgende

generelle setning.

R6 (Wald's ligning). La X],Xz,... vere uavhengige, identisk

fordelte tilfeldige variable. La videre N vere en tilfeldig

variabel som antar verdier i {0,1,2,...} U {»} slik at begiven-

heten {N(n} er uavhengig av Xn+] , n=1,2,... . Da er

N
E X, = ENEX
Xy 1

hvis enten

(i) Xi > 0 eller

(ii) ElXiI < ® og EN < = ,



o

Bevis. (i) Siden {N<n} er uavhengig av Xn+] , sa er
EI{N}i}Xi - E(]—I{N<i—]})xi - E(]nl{N<i—1})EXi - EI{N>i}Exi'

Det fglger at

N © ©
E X. = E X.I Ly = EI X, = EI . BEX.
121 i izl iT(N>i} iE] {(N>i}7di iZ] (N>i} 774
= EX_ ) P[N>i} = EX EN
i=1
(ii) Beviset er som over - at vi har lov til & bytte om E og )
m
fglger av dominerte grensesetning siden liE]XiI{N>i}l
m ©
<-§ IinI{N>i} < .z IXiII{N>i} for alle m og
i=1 i=1 :
= { o,
Ei£]|xi|1{N>i} E|Xi|EN

Vi vender nd tilbake til fornyelsesteorien.

R7. Korollar.

N(t)+1

E ) X, =ES
i=1 i N(t)+1

= p(M(t)+1).

Bevis. Da N(t)+1 < n <=> N(t) < n <=> s, >t fglger det at
begivenheten [N(t)+1<n} er uavhengig av X 41+ Det er na lett a

se at R7 er en konsekvens av R6.

R8B8. Det elementzre fornyelsesteorem

M(t) 1
s L
t p

nar t -» o«.

Bevis. Anta fgrst at pu < . Vi har alltid SN(t)+1 > t. Dette

gir ved R7,
p(M(t)+1) > t ,

dvs.




Det fdlger at

(5) lim M(t) , 1
tre L )
La nA M vare en konstant. Vi definerer en ny fornyelses-
prosess {in} ved a la
X = mln(Xn,M).
n -
La S = ) X. og N(t) = sup{n;S <t}. sSiden X, -ene er
n . i n i
1=1
begrenset av M er det klart at
Sﬁ(t)+] < t + M.

Ved R7 vil derfor

(6)

(ﬁ(t)+1)pM <t + M,

hvor by = EXn og M(t) = EN(t).
Av ulikheten (6) fglger at
Tim 28 o L
t e V|
Siden N(t) » N(t) (vi har jo §n<sn), vil M(t) » M(t). Vi har
der for
(7) Tm M) 1L,
tre Y|
Lar vi nd M » » s3 fglger det at by = B min(Xn,M) > BX = p

(monoton grensesetning),

(8) Tim M,(Ct)

toreo

altsd ma

1
n

<

Fra (5) og (8) fglger nd resultatet RS8.

La sa

“ = @ o

kan vi slutte RS8

M » o,

Betrakt igjen

{Xn}. Siden

fra (7).



Fornyelses kostnads prosesser

Betrakt en fornyelsesprosess {Xn}z=] . Anta at en kostnad
Yn (—w<Yn<w) er assosiert med tidspunktet for den n-te fornyel-
sen. Vi antar at parene (Xn,Yn), n=1,2,... er uavhengige og

identiske fordelte.

La
(
Y(t) = ) Y

Da betegner Y(t) total kostnad i [O,t].

Vi skal vise fglgende resultat.

R9. Hvis E|Yn| < » , da gjelder

(i) Y(t)/t ~» EY]/EX] ndr t » « med sannsynlighet 1
(ii) EY(t)/t » EY]/EX] ndr t » o
Bevis. (i) Vi har
N(t)
D4
n
Y(t) _ n=1 N(t)
t - ON(t) t

N(t)
og (i) fglger siden ) Yn/N(t) > EY, ndr t » ®» med sannsyn-

n=1

lighet 1 (store talls sterke lov - husk at N(t) » « nar t » o
med sannsynlighet 1, se beviset for R5) og N(t)/t - 1/EX] nar

t » » med sannsynlighet 1 (R5).

(ii) Vi har at begivenheten [N(t)+1<n} = {Sn>t} er uavhengig av
Yn+]' Det fglger dermed ved R6 at

N(t) N(t)+1

E Y = E Y = EY = (M(t)+1)EY. - EY ’
E E n N(t)+1 (Me)+1) 1 N(t)+1

n=1 n=1

dvs.
EY
EY(t) _ M(t)+1 EY. - N(t)+1
t - t 1 t :




Resultatet fglger nd ved R8 hvis vi kan vise at EYN(t)+\/t > 0
ndar t » » (dette er ikke trivielt - vi kan nemlig ikke slutte at
EYN(t)+1 = EYn).
La g(t) = EYN(t)+1 Vi observerer at |[g(t)]| = lEYN(t)+1I
N(t)+1
< E|Y < E Y = (M(t)+1)E|Y < » , Funksjonen t
N(t)+]| nzl | n| (M(t)+1)E| ]| unksjon g(t)

er dessuten hgyrekontinuerlig (og dermed Borel-malbar); for ved

dominerte grensesetning har vi 1lim g(t) = lim EYN(t)+1 =
tyt! tvt’

E lim Y
tyt’

Betinger med hensyn pa X, og far

N(E)+1 = E¥y(ery+r = 9(E") .

g(t) = [ B[Yg )4 1% =x]aF(x).
Men ved nd & bruke at prosessen starter pa nytt pa tidspunkt X,

finner vi at

g(t-x) x < t
E[YN(t)+]|X1=X] B {

E[Y]/X]=x] x > t

Det fglger at

t
g(t) = [ g(t-x)dF(x) + h(t) ,
0

der h(t) = | E[Y]|X1=x]dF(x) (f= [ ).
t t (t,=)

Vi ser at |h(t)]| < E|Y1| < » for alle t.

Fra R4 far vi at

t
g(t) = h(t) + [ h(t-x)am(x).
0
La nd e > 0 vare vilkarlig. Siden h(t) > 0 ndr t » =, kan vi

velge en T slik at |h(t)| < e for t > T. Dermed vil

t-T t
Ig(e) |/t < |n(e) |/t + J Lﬁi%:zlL aM(x)+ | llﬁ%:Ell aM (x)
0 o

< e/t + eM(t-T)/t + E[Y | (M(£) - M(t-T))/t
> e/EX] ndr t » =

ved R8. Det fglger at g(t)/t » 0 og dermed er beviset komplett.



Bemerkning 2. Resultatene (i) og (ii) holder ogsd dersom

E max(Yn,O) = o , E max(—Yn,O) < » (eller E max(Yn,O) < @
E max(-Y ,0) = «») og EX < =,

n n
Beviset for (i) er som fgr. Beviset for (ii) f@glger av R9 (ii)
ved & bruke et trunkeringsargument. Vi skal gjennomfgre beviset
for (ii) i det tilfellet at Y o> 0.

La M vare en konstant. Da har vi

N(t) CN(t)
E ) Y E min(Y ,M)
n n
n=1 > n=1
t t

Ved nd & anvende R9 (ii), sa far vi

N(t)

E ) Y  E min(Y ,M)
lim n=l > = .
t > 1

Ved 8 la M » », ser vi at
N(t)
E Y
n EY

o=l ., oo ngr tos e

t EX ‘

Bemerkning 3. Anta nd at kostnadene "lides" gradvis gjennom en

syklus (en syklus er tiden mellom to pafglgende fornyelser). La
Y(t) vere total kostnad i [0,t] og anta fgrst at alle kostnader

er ikke-negative. Da er
N(t)
Y

N§t)+1
- n

Y
n

<

Y(t) < n=1

t t

n=1
(9) -

hvor Yn = kostnad i n-te syklus. Vi ser av (9) at R9 fremdeles

holder (se beviset for R9); vi forutsetter at EYn < », Anta sa

Ty og Y(t) = Y+(t)-Y—(t) hvor

generelle kostnader. La Y = Y =Y
n n n
+ s .
Yn = den totale positive kostnad i n-te syklus,
Y; —_ 1] L1} negative L1} L1 ’
+
Yy (¢) = positive " i [0,t] ,

Y (¢) = " " negative .



Vi antar at (Xn,Y ,Y;), n=1,2,... er uavhengige og identiske

fordelte og at EY

Vi finner na at

S 4+ 3 +

< @ og EY; < @,

+ -
+ - EY. EY. EY
() Yie) _ Yo Yo | B By B
t t t t3e EX, - EX,  EX,
+ -
(i) EY(t) _ EY'(t) _ EY (v)  EN B, EY
3 3 © tde BX, ~ EX,  EX,

Altsd holder R9 (i) og (ii) fremdeles.

Til slutt nevner vi at resultatene (i) og (ii) ogsd holder dersom
+ - + - .

EY = o, EY < «» (eller EY <», EY =») 0og EX_ < « (jfr. Bemerk-
n n n n

ning 2).

Appendix. La G] og G2 vere voksende, hgyrekontinuerlige
funksjoner fra [0,») til (-»,®»). Videre la h vare en Borel-
mdlbar funksjon fra [0,») til (-»,») som er begrenset pid

endelige intervaller. Da har vi

t t t-y
/ h(t—z)d(G]*Gz)(z) = [ h(t—x—y)dG](x)dGz(y),
0 0 O
der
t
G]*Gz(t) = é G](t—x)dGz(x).
Bevis. La af(z) = h(t-z) hvis 2z < t og 0 ellers.
Vi skal vise at
(n) [ a(z)d(G *G_)(z) = [ [ a(x+y)dG_(x)dG_(y).
0 1 2 0 0 1 2

La jﬁ betegne Borelmengdene pa [O,m) og la for hver B 656,
B-y = {x-y; x>y, x€B} (y»>0)
og
s(5) = [ 6 (Bylas, )
hvor G]{B} er Lebesgue-Stieltjes malet pa 2} generert ved
G]{(a,b]} = G,(b) - G (a). Vi har at p er et mal pad B og er

lik Lebesgue-Stieltjes mdlet bestemt av (G]*Gz)(t).



Hvis nd a er en indikator funksijon, IB , da er al(x+y) = IB_y(x)
for hver y. Det er lett & se at (A) holder i dette tilfellet -
bade hgyre og venstre side reduserer seg til p(B). Generelt
holder na (A) ved standard utvidelses prosedyre fra indikator

funksjoner til enkle funksjoner og monotone grenser av enkle

funksjoner osv.
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