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Forord 

Dette notat om fornyelsesteori er utarbeidet i tilknytning 

til forelesningene over emnet "Optimale vedlikeholds strategier" 

som inngikk som en del av hovedfagskurset S380: Palitelighets-

teori, varen 1982. Hovedgrunnen til at notatet er utarbeidet er 

at ingen l~rebok er funnet tilfredsstillende. Stoffet som gjen­

nomgas dekker bare en liten del av fornyelsesteorien, for eksempel 

er Blackwell's teorem og "Key Renewal Theorem" ikke tatt med. 

Hovedresultatet som gis er R9 med paf¢lgende utvidelser. 

Jeg vil takke Bent Natvig for verdifull assistanse ved ut­

arbeidelsen av notatet. 

Terje Aven 



f } 00 

La 1Xn n=l vcere en sekvens av ikke negative, endelige og 

uavhengige tilfeldige variable med en felles fordelingsfunksjon F, 

Anta 

La 

Vi ser at 

Sett 

F(O) = P {x =O} < 1 • n . 

µ = EX • n 

N ( t) 

s = n 

n 
l x. 

1 
n > 1 

= sup { n: S ;;; t } . 
n 

og 

Vi sier at en fornyelse skjer ved t hvis N(•) hopper ved t. 

Vi observerer at 

( 1 ) N(t)>n <=> 

La 

M(t) = EN(t). 

s <t. 
n 

Vi skal na gi noen resultater knyttet til N(t) og M(t). 

Rl 
00 

M ( t) = l 
i=l 

F.(t), 
l 

der F. er i-te konvolusjon av F. 
1 

Bevis. La IB betegne indikat?rfunksjonen for hendelsen B. Ved 

a bruke rnonoton grensesetning og (1) far vi 

00 "' 

M(t) = EN(t) = E.L I{i~N(t)} = .l EI{i.;;N(t)} 
i=l i=l 

00 

= l P{N(t);;.i} = 
i=l 

l P{S.<t} = 
i=l l 

R2 M(t) < oo for alle 0 < t < oo. 

l F.(t). 
. l l 1= 

Bemerkning 1. Faktisk har vi E(N(t))k < 00 , k = 1,2, ... , 

eksempel Prabhu (1965), side 155. 

se for 
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Bevis. La a>O va=re slik at p = P{X >a} 

eksisterer da 

Definer en ny 

x :;::;: 

n 

og la 

N( t) 

n 
co 

0 < P{X >0} :;:;: P( U {X ~l}) 
n m=l n m 

fornyelsesprosess 

0 hvis x ( a 
{ n 

a hvis x ;;. a n 

= sup{n: x1+•••+X <t}. n 

ved 

> 0 (en slik 0: 

:;::: lim P{X ;;..!}) . 
n m 

m~oo 

Da ser vi at for denne nye fornyelsesprosessen sa kan fornyelser 

bare skje pa tidspunktene t = 0,a,2a,®®• • La Yi (Y0 -1) vcere 

antall fornyelser pa tidspunkt ia (0), i = 1,2, ... 

heltall rnindre enn eller lik t/ a. Fordelingen til 

2, ... ) er gitt ved 

k= 1,2, ••• ' 

Da. kan vi 

Y. ( i=O, 1 , 
1 

dvs. Y. er geornetrisk fordelt med parameter p. Ved na a bruke 
1 

at EY. = 1/p far vi 
]_ 

- 1 
EN ( t) = p( [ t/ a J + 1 ) -1 < 00 • 

Siden X ' X , har vi N(t) ;;. N(t) og det f¢lger at M(t) = 
n n 

EN(t) < Ei(t) < oo. 

R3 M(•) er h¢yrekontinuerlig. 

Bevis. Da N(•) er ikke-avtagende og h¢yrekontinuerlig og 

M(t) < 00 Vt, sa f¢lger det ved den dominerte grensesetning at 

lim EN(t+h) = E lirn N(t+h) = EN(t), dvs. M(t) er h¢yrekontinu-
h+O h+O 

erlig. 

R4 La g og h vcere Borel-malbare funksjoner fra [O,oo) til 

(- 00 , 00 ) som er begrenset pa endelige intervaller. Anta 

t 
g ( t) = h ( t) + J g ( t-U ) dF ( U ) e 0 ( t < 00 

0 

g = h + 9*F· 

t 
( f = f ) , dvs. 
o [o,t] 



Da er 

t 
g(t) = h(t) + J h(t-u)dM(u) 

0 

0 < t < 00 , dvs" 

g = h + hH11. 

Bevis. Da er opplagt g 1 begrenset pa 
endelige intervaller, og ved Fubinis teorern er g 1 Borel-malbar. 

Enn videre er g 1 "" h + g 1*F· Beviset for denne pastanden f¢lger. 

Ved a bruke resultatet gitt i appendikset finner vi at 

h + g 1*F = h + (h+h*M)*F = h + h*F + (hkM}-kF 

= h + h*F + h*(M*F) = h + h*(F+M*F). 

Da F + M*F = F + ( l F )*F = F + 
n=l n 

det at g 1 = h + g 1*F· 

Vi skal na vise at 

Vi har 

dette gir 

g = h + 9*F og 

9-1 = h + 91*F; 

00 

l F *F = F + 
n=l n 

00 

l F = M , f¢1ger 
n=2 n 

(den siste likheten f¢lger av resultatet gitt i appendikset) . 

Ved induksjon far vi at 

g-g = (g-g )*F 
1 1 n 

for alle n. 

Siden g og g 1 er begrensede pa endelige intervaller vil det 

eksistere en K < 00 slik at I (g-g 1 ) (u) I~ K, u .;; t. 

Vi har da 

I < g -g , > < t > I 
t t 

= I J < g-g >< t - u > aF < u ) I ~ f I < g-g H t- u > I dF" < u ) 
0 1 n 0 1 n 

< KF (t) 
n 

for alle n. 

Na vil F (t) + 0 nar n + oo da M(t) = l F (t) < 00 , og vi ma 
n n n 

derfor ha g(t) = g 1 (t). R4 er dermed bevist. 
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RS. 

_,,. -
µ 

" nar t -"I'" co med sannsynlighet 1 • 

Bevise Ved definisjonen av N(t) har vi 

s ,;;; t >:; s 
N(t) N(t)+l 

Derav far vi 

s 
N(t) 

s 
N(t)+·1 

( 2 ) t 
N(t) 

.;; ITTt) < N(t) 
00 00 

Vi har at P {lim N(t)<co} = P ( IJ { X :=oo} ) ( /, P { X =:oo} = 0, dvs. 
t+oo n=l n n=l n 

N(t) + "" 
0 nar t + oo med sannsynlighet 1 ; derrned f¢lger det av 

store talls sterke lov at 

( 3) 
8N(t) 0 t med sannsynlighet 1 • N(t) 

+ µ nar + 00 

Da 
8 N ( t) +1 8 N( t) +1 N(t)+l 

vi " at N(t) = N(t)+l N(t) ' 
ser ogsa 

( 4) 
SN ( t) +1 0 t f 00 med sannsynlighet 1 • N(t) 

+ ]l nar 

RS f¢lger 
0 

f ra ( 2) ' ( 3) ( 4) • na og 

F¢r vi gar videre i fornyelsesteorien skal vi vise f¢lgende 

generelle setning. 

R6 (Wald's ligning). La v~re uavhengige, identisk 

fordelte tilfeldige variable. La videre N v~re en tilfeldig 

variabel som antar verdier i {0,1,2, ..• } U {00 } slik at begiven-

he ten {N<n} er uavhengig av X n = 1 2 n+ 1 I 1 1 • • • • 

hvis enten 

( i) 

(ii) 

N 
E /, X. = ENEX 1 

i=l l 

x. ;;;. 0 
l 

Ejx.1 < oo 
l 

eller 

og EN < 00 • 

Da er 



Bevis. ( i) Si den {Ni;; n} er uavhengig av x 
n+l 

er 

EI { N > i } Xi = E ( l - I { N ( i- l } ) Xi = E ( 1 ~I { N.;; i- l } ) EX i = EI { N > i } EX i . 

Det f¢lg•;ff at 

N co 00 00 

E l X. = E l X.I{ . } = 
i=l 1 i=1 1 N> 1 

I EI { . }x. = 
i=l N>i i 

l EI { _ . } EX. 
i==1 N#1. 1. 

00 

EX 1 EN 

(ii) Beviset er som over - at vi har lov til a bytte om E og l 
m 

f¢lger av dominerte grensesetning siden I l X.I{N . }I . 1 1. ) 1 
1= 

m 

<I 1x.11{ .} " 
i=l 1. N>i 

l jx.11{ '} . , 1 N;;.1 
1.= I 

for alle m og 

EI jx.11{ .} = EIX.IEN < oo. 
i='I i N>i i 

Vi vender na tilbake til fornyelsesteorien. 

R7. Korollar. 

N(t)+1 
E I X, 

]. 
i=l 

= ES 
N(t)+1 

= µ(M(t)+l). 

Bevis. Da N(t)+l .;; n <=> N(t) < n <=> S > t, f¢1ger det at 
n 

begivenheten {N(t)+l(n} er uavhengig av Xn+l. Det er na lett a 

se at R7 er en konsekvens av R6. 

R8. Det element~re fornyelsesteorem 

Bevis. 

M(t) ~ 1 
t µ 

nar 

Anta f¢rst at µ < 00 • 

gir ved R7, 

µ(M(t)+l) ;;. t , 

dvs. 

Vi har alltid 8 N ( t) + 1 > t. Dette 
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Det f¢lger at 

( 5) lim kl( t) ;. 
t+ 00 t µ 

La na M vcere en kon:stant. Vi definerer en ny fornyelses~ 

prosess 

La s --
n 

{x } ved a la 
n 

n 

I X. 
i==l 

1 

X = min ( X , M) , 
n n 

og N(t) = sup{n;S ..;t}. 
n 

begrenset av M er det klart at 

SN(t)+l ( t + M. 

Ved R7 vil derfor 

(6) (M(t)+l)µM ~ t + M , 

hvor µM = EXn og M(t) = EN(t). 

Av ulikheten (6) f¢lger at 

M(t) 1 
lim -- < 
t+oo t µM 

Siden X.~ene er 
1. 

Siden N(t) ;. N(t) (vi har jo S < S ), vil n n 
M(t) ) M(t). 

derfor 

( 7) 

Lar vi na 

lim M(t) -t-
t+ro 

sa f¢lger det at 

(monoton grensesetning), altsa ma 

( 8) lira M( t) ,,; 1 
t+oo t µ 

Fra (5) og (8) f¢lger na resultatet R8. 

= E min(X ,M) + EX 
n n 

Vi har 

= µ 

0 

La sa µ :::: 00 • Betrakt igjen { x } . 
n 

Si den µ -+ µ nar 
M 

M + 00 , kan vi slutte R8 fra (7). 
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Fornvelses kostnads prosesseE_ 

Betrakt en fornyelsesprosess {x }00 

n n=l 
Anta at en kostnad 

(-oo<Y < 00 ) er assosiert med tidspunktet for den n-te fornyel­
n 

sen. antar at parene (X , Y ) , n = 1 , 2, ••• 
n n 

identiske fordelte. 

La 

N(t) 
Y(t) = l y 

n==l n 

Da betegner Y(t) total kostnad i [o,t]. 

Vi skal vise f¢lgende resultat. 

R9. Hvis EjY I < 00 , da gjelder 
n 

er uavhengige og 

(i) Y(t)/t + EY 1/EX 1 nar t + oo med sannsynlighet 

Bevis. (i) Vi har 

N(t) 

Y( t) = 
t 

l y 
n 

n=l 
N(t) 

N(t) 
og (i) f¢lger siden nll Yn/N(t) + EY 1 nar t + oo med sannsyn-

lighet 1 (store talls sterke lov - husk at N(t) + oo nar t + oo 

med sannsynlighet 1, se beviset for R5) og N(t)/t + 1/EX1 nar 

t + oo med sannsynlighet 1 ( R5) . 

(ii) Vi har at begivenheten {N(t)+l.;;n} 

Y 1 • Det f¢lger 
n+ 

dermed ved R6 at 

N(t) N(t)+l 

= {s >t} 
n 

er uavhengig av 

E l Y = E 
n=l n 

l y 
n=l n 

EY 
N(t)+l 

= (M(t)+l)EY - EY ( ) 
1 N t +1 

dvs. 

EY(t) 
t 

M(t)+l 
= t EYl -

EY 
N(t)+l 

t 
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Resultatet f¢lger na ved R8 hvis vi kan vise at EYN(t)+l /t + 0 

nar t + 00 (dette er ikke trivielt - vi kan nemlig ikke slutte at 

= EY ) ~ 
n EYN ( t) +1 

La g(t) = EY • 
N(t)+1 

Vi observerer at ig(t)I = IEY I N(t)+l 

N(t)+l 
< EIY 1 ) I< El IY I= (M(t)+l)EIY I< 00 • Funksjonen g(t) 

N,t +1 n=l n 1 

er dessuten h¢yrekonti.nuerlig (og dermed Borel-malbar); for ved 

dominerte grensesetning har vi lim g(t) = lim EY ~ 
t-tt' ttt' N(t)+l 

E ~~~ 1 YN(t)+l = EYN(t')+l = g(t'). 

Betinger med hensyn pa x 1 og far 

g ( t) = f E [ Y N ( t ) + 1 I X 1 =x ] dF ( x ) • 

Men ved na a bruke at prosessen starter pa nytt pa tidspunkt x 1 

finner vi at 

E[Y jx =x] 
N(t)+l 1 

= { g(t-x) _ 

E[Y 1 /x 1=x] 

Det f¢lger at 

t 
g(t) = f g(t-x)dF(x) + h(t) , 

0 
00 00 

der h(t) = f E[Y 1 jx 1=x]dF(x) 
t 

Viser at jh(t)j < EjY1 i < 00 

Fra R4 far vi at 

t 

(f = f ). 
t (t,ro} 

for alle t. 

g(t) = h(t) + f h(t-x)dM(x). 
0 

x ( t 

x > t 

La na E > 0 v~re vilk~rlig. Siden h(t) + 0 n~r t + 00 , kan vi 

velge en T slik at lh(t)i < £ for t > T. Dermed vil 

t-T 
lg(t)j/t < jh(t)j/t + f jh(t-x)j 

0 t 

t 
dM(x)+ f I h(t-x) I dM(x} 

t-T t 

' E It + EM ( t -T ) It + E I y 1 I ( M ( t) - M ( t-T)) /t 

nAr t ~ co 

ved R8. Det f~lger at g(t)/t + 0 og dermed er beviset komplett. 
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Bemer~~ing 2. Resultatene ( i) og (ii) holder ogsa dersom 

E max ( Y , 0 ) = oo 
n 

E max(-Y ,0) 
n 

E max(-Y ,0) = oo) og EX < oo. 
n n 

oo (eller E max(Y ,0) < 00 

n 

Beviset for (i) er som f¢r. Beviset for (ii) f¢lger av R9 (ii) 

ved a bruke et trunkeringsargument. Vi skal gjennomf¢re beviset 

for (ii) i det tilfellet at y ;;. o. 
n 

La M vcere en kons tan t. Da har vi 

N(t) Nf t) 
E l y E min(Y ,M) 

n=1 
n n=l n 

;;. ~---~----

Ved 
0 0 

anvende R9 (ii) , 0 far vi na a sa 

N(t) 
E l y E min(Y 1 ,M) 

n=l n 
lim t 

;i. 
EX1 t+oo 

Ved 
0 la M vi at a _,,. 00 

' 
ser 

N(t) 
E l y 

n=l 
n EY1 

0 

+ = 00 nar t EX1 
t + 00 • 

Bemerkning 3. Anta na at kostnadene "lides" gradvis gjennom en 

syklus (en syklus er tiden mellom to paf¢lgende fornyelser) . La 

Y(t) vcere total kostnad i [o,t] og anta f¢rst at alle kostnader 

er ikke-negative. Da er 

NZ t) y Nf t)+lyn 
n Y(t) 

( 9) 
n=l n=l 

~ -- ,,; 
t t t 

hvor y = kostnad i n-te syklus. Vi ser av (9) at R9 fremdeles 
n 

holder (se beviset for R9); vi forutsetter at EY < Anta 0 
co • sa 

n 

generelle kostnader. La Yn 
+ = y -Y n n 

Y( t) + -og = Y (t)-Y (t) hvor 

+ 
Y = den totale positive kostnad i n-te syklus, 

n 

y = 
n 

II " negative " " 
+ y (t) = " " positive " i [o,t] 

Y-(t) = " " negative " " 



+ -
Vi antar at (X 'y 'y ) ' n = l ' 2 I • • • n n n 

er uavhengige og identiske 

fordelte 

Vi finner 

( i) 

(ii) 

+ 
og at EY < 00 

n 
0 

at na 

EY(t) _ EY+(t) 
t - t 

og EY < 00 • 

n 

+ ~ 

EY EY 
1 1 

EX1 - EX1 

Al tsa holder R9 ( i) og (ii) fremde les ,, 

= 
EY 

1 
EX'! 

Til slutt nevner vi at resultatene (i) og (ii) ogsa holder dersom 

< 00 
+ -(eller EY <00 , EY ;oo) og 
n EX 

n 
< 00 ( j fr. Bemerk-

ning 2). 

Appendix. La G1 og G2 v~re voksende, h¢yrekontinuerlige 

funksjoner fra [0,oo) til (- 00 , 00 ). Videre la h v~re en Borel­

malbar funksjon fra [O,oo) til (-00,00) som er begrenset pa 
endelige intervaller. Da har vi 

der 

t 
J h(t-z)d(G1*G 2 )(z) = 
0 

t 

t t-y 
J J h(t-x-y)dG (x)dG (y), 
0 0 l 2 

= f G ( t-x) dG ( x) . 
0 1 2 

Bevis. La a(z) = h(t-z) hvis z ~ t og 0 ellers. 

Vi skal vise at 

(A) J a(z)d(G *G )(z) = 
0 1 2 

00 co 

J J a ( x+y) dG 1 ( x) dG 2 ( y) • 
0 0 

La Jd betegne Borelmengdene pa [ O, 00 ) og la for hver B E f/a, 

og 

B-y = {x-y; x~y, xEB} 

CD 

µ(B) = f Gl {B-y}dG 2 (y) , 
0 

hvor G1 {B} er Lebesgue-Stieltjes malet pa jJ generert ved 

G 1 { (a , b ] } = G 1 ( b) - G 1 (a) • Vi har at µ er et mal pa j?J og er 

lik Lebesgue-Stieltjes malet bestemt av (G 1*G 2 )(t). 



Hvis na a 
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er en indikator funksjon, I , da er 
B 

a ( x+y) = I ( x) 
B-y 

for hver y. Det er lett A se at (A) holder i dette tilfellet -

bade h¢yre og venstre side reduserer seg til µ(B) Generelt 

holder na (A) ved standard utvidelses prosedyre fra indikator 

funksjoner til enkle funksjoner og monotone grenser av enkle 

funks joner osv. 
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