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Forord 

Dette kompendium kommer istedenfor mitt stensilnotat 

nr. 1 til Fm 1 (ny versjon), mars 1980. Det overlapper noen 

avsnitt i mitt "Noen forsikringsmatematiske emner" (1976) 

samt Jordan, "Life Contingencies". Det har v~rt f¢lt behov 

for en samlet fremstilling av det viktige emnet som her be

handles. 
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FURSIK!UNUSFONDE'J' I LIVSPOHSLKHING 

1, INNLEDNING 

Forsikringsfondet, eller premiereserven som den ogs~ kalles, 

er en viktig st¢rrelse l livsforsikringsvirksomheterL Det utgj¢r 

oppsparte midler og gir uttrykk for at mange livsforsikringskon-

trakter er slik innrettet at det foregar en betydelig sparing gjen-

nom premieinnbetalingene fra de forsikrede. For selskapene er 

fondet en passivapost, dvs en eldspost som mA beregnes. Det er 

penger som selskapene forvalter for de forslkrede. Begrepsmessig 

er det sentralt i aktuariell tankegang. 

Vi skal se pa hvorledes forsikringsfondet defineres og be-

regnes. Vi antar at en nettopremie n er beregnet etter ekviva-

lensprinsippet og sa gis et sikkerhetstillegg. 

Bortsett fra det overskudd som det er en sjanse for at sikker-

hetstillegget vil gi, vil altsa ut- og innbetalingene i enhver luk-

ket bestand stort sett balansere nar hele bestanden er avviklet, 

dvs alle poliser er kontraktmessig opph¢rt. 

Men over kortere perioder 1 bestandens liv vil det naturligvis 

ikke vrere balanse mellorn utbetalingene og innbetalingene. Dette er 

apenbart ved forsikringer tegnet mot innskudd en gang for alle pa 

tegningstidspunktet. 

Men det samme forhold gj¢r seg gjeldende i en vesentlig grad 

ved mange slags forsikringskontrakter med 1¢pende premier. La ass 

som eksempel se pa en bestand av enkle forsikringer tegnet mot kon-

stant kontlnuert premie i forsikringstiden. La det v~re N poliser 

tegnet samtidig med tegningsaldre x 1 ,···,xN og forsikringssummer . 

( 1 ) 



1 (31) og ( i Pors mat emner * ) , 
. IL I lge ul:t 

heter (17 i samm~ krift har v da 

tt)etali cU::; < ) 
"'' 

= s urn r1et t em:'Ler Q 

Vi forutsetter overalt nedenfor at p er en stigende funksjon av 

Generel t vi l det i enhv er lukket bes tand av :f or's i kringer av 

nevnte type, tegnet i clet begrenset tidsintervall, va:re et over~, 

skudd av innbetal over utbetalin den rste tiden. 

eten ··.rll nernllg 1 gj¢re seg sterkt eldende 

rn~.r te tidspunktet, men rst de forsikrede er blitt 

e re v:Ll derfor utbetaJ.ingene overstige lnnbetaline~ene, 

Dette s ogsa ved sammensatt li vsforsi!crlng h-vor 

av forsikri ne t kornmer t11 utbetaling ved oppnadd 

alder, 

Det overskudd som oppstar den f¢rste tid 1 en bestand, kan 

disponeres fritt. Det m~ le s til side for a greie for-

pliktelsene nAr forsikri erstatningene overstiger premieinnte -

tene. Den del av premieinntektene som saledes legges til si 

remiereserven. I en lukket bestand vil derfor premiereserve 

~Janl1 s stige og senere avta mot O. I et selskap som driver 

nytegning og hvor denne overstiger avgangen, vil premieinntekte 

ennomgAende overstige erstatningene. Premiereserven vil derfo 

stige. I et selskap hvor avgangen er dominerende, vil erstatni 

oversti premieinntektene, og premiereserven vil avta. 

Selslrnoet ma altsa til enhver tid ha rede pa hvor me~~t 
~~~. ~----~--·~,~--~---·--~--

_!;re~ger ~i _;eremiereserve fo_r a greie Sine fremtidige forpl:J. tE l 

Ved en te refleks,jon kunne det kanskje synes som dette er' 

sv~rt enkelt. Sels et har jo regnet ut premiene ved polisens 

te ing. Da kan det bare bokf¢re ut- og innbetali~ger og legge 

•) Erling Sverdup: Noen forsikringsmatematiske emner. Stat.Mem. 

Inst. of Math. Univ. of Oslo, 1969, revised 1976. 



s s nere. Med den metode so 

t aL dct h tid tic~ .( l _._ 

L det e resonnement er A !nn ende: P~ 

et s lisens liv vet sels et noe mer enn det 

d. 1-e tr; n~ ~Jc=~ hac o a1 rede e,ett J:-ivorledes 

.L'c J_ til tidspunktet. Det har derfor et bedre 

bed d.e?1 freni.t-.:t di risiko enn det h -~1e cl 

r :L ::: 1 lz ob e d 

et ser hvorledes d sfallene 

2 .. DEFI I V PREMIERESERVEN. 

Den av begrepet prem]_ereserve 

er 

t 

utbetali r m~nus forventet kontantverdi av de fremti 

oljsen. 

V~ = E (k tantverdi av fremtidige utbetalinger) 
r,.. 

( ontantverdl av fremtidi innbetalinger ( 2 

Ved en sammensatt livsforsikring med tegningsalder x, d¢dsfall-

erstatnlng samme erstatning ved oppnadd alder x+n og kon ~-

stant kont nuert betalt ~rspremie p, har vi s&ledes, 

v 
't 

:;: E(S 1' 
v 'l - E(p a,rl) = SAx+t n-t/~pax+t n~tl 

east nde forsikringstid for (x t)-~ringen. De for-

entni verd:ler s lnng~r er betingede forventninger gitt at de 

forsikrede er ilive i alder x+t. 

be r::iom sels ha til di 

fn::mti 1lktelser. 

Det er apenbart at v 
t 

er det 

ie de forvencec.Je 



H 

OT' r 

-:1J 
t 

~ 

:t rl ~·io s 

~ VE OG RETBOSPEKTI 

t p ;:;; ·n -· nett 

- s 

+t n~ 

\ 
.J 

P 111~lVjI EF\ESE~R-\JE 

emien r net 

Nettooremiereserven tt ved (4) kun.ne sa ha v.:ert be-~ 

d ~net esonnement. Vi betrakter ved te 11 t:: ~L 

tet hva so~ kan s e i t Forventet kontantver a 

r1ett emiene over dette enbart De t 

bel s Drukes ti & dekke 

( :l ) S hvis den forsikrede 

a der x+t. Forvent t kontantverdi er enbart verdien av en 

tempor2r li sfors krlng S l 

x-El 
Et fondsopplegg p~ v 

t 
safremt den forsikrede over 

t lx+t 
Vt v a 1cle~r x+t '.' Forventet kontantverd1 er 

lx 

h2r derf o 

,~, .s ]\ l 
v ,,, 

Herav 

x 

eller 

1 S( 
+t 

( 6 ) 

Ved i innsette u t for tt ved (LI) l (6), servile t 



() 

fl 

i 

1nnbeta1inger 

/\, 

sE1._mrn.e 1Je.Dt,exnmelse a.v V:l f nner nernli 

vec:l 3 innsette uttrykket for v t 

f°"'x+t r1---t 
+t -

a.x+t 
x 

TI ved ekvivalens insippet. Men siste 

11 lde av I r \ 
\ 0 ) 

t ved 4) sies ~ v~re bestemt ved et 

ment 5 idet man har sett ut~ 

vil finne sted etter alder x+t. 

tt d ·7) er bestemt ved et retr~9s£ektivt resonnement 1det m 

har set pA hva sla betal1 r og fondsavsetninger som har funne 

sted. er~ 

Som et anne eksempel 1 oss betrakte en oppsatt livrente til 

en x- 1ng som e kontinuert betalt fra alder x+n med en utbe-

taling av bel¢p Sdt i et intervall av lengde dt. Premien n 

betales kon i uer n ste 
0 

ar (men bortfaller ved d¢d). La 

te Da har vi for nettopremien 

( 8 

Pr ereserven e ed et prospektivt resonnement 

Vt . 
+n 

n···tl 
t < n 

+t 
( 9 ) 

~ 

+-=SEt 
\_j t t > n 



t r 0 n rr1e rJt Jir den t t:, "'Ved 

"- <'. n I.; 

D x+t 
,_ + v t ) n 

+n v - n 't 
x x 

~\TJ ser~ t l t E'nd ghetene vil prospektive eller (Jet 

cl enltleste ff\a.tematiske ut 

i.j , DEN L' BESTEMTE PREMIERESERVE 

F e ternrne fondet for en polise pa et tt · tJ_dS[i 

vecl et ~c:os eller retrospektivt resonnement 1 kan man o A 

best ernrne· cl er1 namisk esonnement dvs man studerer rese -

vens ut ikli g ove~ tid varighet siden polisens tegning). Ma 

inner en sa~menh n 

\r s t. cl :s u.:nic t e ~~1 t 

2: 

tegni t 

I 

R_ese1~ \ff': 

me lorn reservene og v •t+dt 

t+dt. 

h '/C;r· \.T 
't ble bestemt ved (4 . 

er for N personer som var Y 

() d 

s orn 

ereserven. Vi kan stille opp f¢1-

entede inn- og utbetalinger i intervalle 

et t NV, 
T 

statninger 

e einntekter Nn dt Reserve pa tidspunkt t+dt 

Rentelnn ekt ~rdt 6dt 

t 



(_: 1 sum ut ft f nner vi her v 

t 

- S som bestemmer inte asjonskonstante 

Ved et , svarerde resonnement finner vi at premiereserve 

or· t l vren e med 1¢pende premie i opprettelses-

9) tilfredsstiller differensiallikningen 

'V -;~ t) t t n 

t > n 

5. EN DI~FERENSIALLIKNING FOR FONDSDANNELSE 

La s gene l tenke oss et fond Vt som utvikler seg 

\ted fo 

veer 

t 

V1 ha.r n 1; 

:som 

tales 

dt, 

Av 

v t 

d 

13 
t 
J 

amt nn~ utbetalinger, La 11 rente'iintensi :C'·c 

t J::'lngs"-~intensiteten va:re ht pa tlds~ 

dt h,dt 
t; 

t det i tidsintervallet (t. t+dt) innbe-

at fondet i (t, t+dt) forrentes etter en rent 

nner vt etter 

L 
\, 

0 

h e 
s 

vanlige 1¢sningsmetoder 
t 
f g dr r s 

ds ( 14 ) 



t 

s < t J 

beta1i 

e 

Jllt.::.::a 

orn le 

··' 

n:Ln 

t 
1' 

0 
e 

= 0 L 

toren nar 

diskontofaktoren. 

er rente~!nte s 

r-. 1 iw h'.an stilles opp direkte. F¢rs te ledCI ct 

punktet 0 forrentet opp til t. Integranden i 

'lnbet ling h ds s i intervallet (s s+ds) ( h VOI' 

et opp til Annet ledd er altsA summen av inn-

med renter og rentes rente. 

e 
0 

0 

~ J g.,, dr 
l. 

0 ds + V 
0 

n hvoretter (16) subtraheres,finnes 

·~ ;· 
'J ~ 

Cl-..-
j J_, 

e 

11 

-J 
0 

r 

I.!. 

Jh,, e 
_1_ t.::;i 
!, 

v = n 

s 
~ f K.., dr 

t ! 

1kes direkte. 

s 
~f gr dr n 

I h 
0 

ds e 
t 

s 

ds ( 17 

r;(~te ;;: 8 + µx+t .> ht = 1T - Sµx+t blir (13) iden· 

g vi finner at ( lJ ) og ( 6) kan avledes av henho s 

(17) tJ:: (1 ), 



11 

e 

[Jett 

t 

f' 

tt 

f on s 

1 n avsnitt l) vll oll t::·· 

L terkt moment av sparing og pre~le e e 

ler Samtidig er naturligvis k 

ng, oss nA se n~rmere p& h 

tid og hva som brukes til ~ dekke ri iK 

·c:~n samrnensatte forsikring sorn vi har s 

el. I 1¢pet av et tidsi tervall t,t+d 

et ndt i premie. Denne pr e s 

µ emiereserveavsetning, til dels til 

Hvis den forsikrede d¢r 1 interva 

ha.r selskapet t opp en nettopre e-

oppfattes som den forsi edes tilgo 

1cJced~e be l som selskapet m~ ut med er S 'T 
~ \ L ' ' i..· a 

tuali t at risikosummen kommer til utbet 

for utbetalin er kalle 

e: risikopremieintensiteten). 

enten den forsikrede d¢r eller ikke, m~ alts~ 

t t+dt ha en premiereserve vt+dt" is 

tren B dette bel¢p til a holde polisen 

ikrede d¢r, trenges bel¢pet som et supplemen 

t dtc Na var reserven pa tidspunktet t 

r dette bel¢p til Vt•(1+odt). For a 
re s derfor i tidsintervallet (t,t+dt) et 



Sp d' - \J' 'lTt t - t+dt ~ 1+odt 

Premien ·rrdt til de12 ti d :l 

risikoen, til dels til oppsparing 1 en premieres 

ha 

7T ::: 

Dermed har vi alts~ spaltet premien i risikodelen sparecleJen 

Veda 1¢se differensiallikningen (19) og benytte ~: 0 

vi 

(21 

sparepremiene med renter og rentesrente opptil tidspunktet t. 

Ved ~ innsette (18) og (19) i (20),far vi 1 en Thieles 

differensiallikning for premiereserven 

Vt' = (6+µ +t)V~ + n - Sµ +t x [, x 

Som et annet eksempel pa bruken av be epene risikosum, 

risikopremie og sparepremie, skal vi se p& tidligere om lte 

livsvarig livrente oppsatt i n ~r, hvor premiereserven er tt 

ved ( 9). 

Vi betrakter et tidsintervall (t,t+dt). Anta t < n. Da inn-

kornmer en p~emie ndt 1 dette interval!. Denne spaltes 1 en a-

redel 

(2 

analogt med tidligere. Hvis den forsikrede d¢r i intervallet s 

han intet ha og 12remiereserven Vt+dt tilfaller ~elska,Pet. Risl 

summen er alts~ negativ og lik -Vt+dt' Det er det negative be p 



sels et 11 ut med 11 • Risikopremien er derfor 

ri 
n~ dt = -Vt+d' µ ~· dt 
• t_, • - t x 'T, 

Vi har naturligvis 
Sp ri 

n = nt + nt som f¢r. Hvis t > n, 

(23) og (24) fremdeles gyldige, mens n = -S. Vi har derfor 

- 1 ) 

nar 11vrenten er 1¢pende. 

7, ANALYSE AV FORSIKRINGSKONTRAKTEN VED DIFFERENSIALLIKNINGEN 

La oss f¢rst foreta en relativt triviell gene isering v 

det vi har utviklet i avsnitt 4. 

La tidspunktet for forsikringens tegning v~re 0 og forsi -

redes alder ved tegningen x. Pa tidspunktet n skal utbetale 

hvis den forsikrede da lever. Kontrakten er vi de re s lik at f 0rveni, 

ning~verdien pa tidspunktet t (O < t < n) av utbetalingen i 

inte~vallet (t, t+dt) er ctdt. Ved en kontinuert betalbar l 

rente pa 1 pr.ar er c.... :: 1 . 
I.; 

Ved en livs~orsikring d¢ds~ 

fallserstatning pa 1 er ct = µx+t' Ved en stigende livsfor

sikr~ng med utbetaling av t ved d¢d pa tidspunktet t er 

ct = t•µx+t" Premieinnbetalingen 1 (t, t+dt) er ntdt, dvs at 

TI t :er premieintensi teten. 

Vi finner da ved tilsvarende resonnement sorn i avsnitt 4 

- c 
t 

Betydningen av Thieles differensiallikning ligger f¢rst og 

fremst i det den kan avsl¢re om en forsikringskontrakts struktur. 



Vi skal etterhvert gi en rekke eksempler pa det. Forel¢b1g 

vi ass med et enkelt eks l.. * i Anta (se Jordan· s. 1?3-12" 

forsikri smmnen St - 1 + premiereserven Vt skal utbetales 

straks ved (0 < t 1 ). Hvis forsikrede lever til alder 

skal han ha S = 1. emieintensiteten er konstant~ 

Vi ser c -o..lt ·= llx+t(1+Vt), Herav 

V' = (6+µ )V + TI - (1+V )µ 
t x+t t t x+t 

dvs 

V I - 'V ..L t - 0 t ' rr - µx+t ( 2 ) 

"Nettoinnbetalingenn kan altsa betraktes som en sik 

(risikofri) innbetaling som skal forrentes etter 6. Herav, oc 

(17) 
n 
J, ::: 

t 

s-t ~ n-t 
µx+s v ds - rr an-B + v 

1T bestemmes ved a sette t = 
n 

vtdt - n f 1T aru :: v + µx+t 
0 

Bemerk spesielt :cesultatet nar 

8. PREMIERESERVEN OG RISIKO 

o. Siden V = 0 finner vi 
0 

( :2 8) 

; 2 9) 

Sorn nevnt i Fors.mat. emner II 1 D rn~ premiene belastes me e 

sikkerhetsbidrag som tillegg til nettopremien n. Vi vil for 

enkelthets s ld g~ ut fra at det skjer ved et konstant prosentv 

bidrag slik at den sikkerhetsbelastede premie blir p = n(1+A). 

Av (3) og (4) ser vi at premiereserven for den ovenomtalte sarnme -

satte livsforsikring med arspremie da blir 

Vt ~ rr>..ax+t --/ n-t 

*) Jordan: Life Contingencies. The Society of Actuaries. 

(30 



Det lHH' vrert vanllg :i praktisk vsforsik a. ut fra at t 

selskap ma ha dekning for hele netto premiereserven 

malet oppst da om dette innebrerer tilstrekkelig sikkerhet. 

dette ere mot underskudd 1 fremtiden ? Er det mulig for 

selskapet A oppnA dekning for Vt ? Vi skal besvare det f¢rs~ 

sp¢rsmalet st. Vi antar som i Fors ,mat. emner II .D at all 

f orsikr summer ligger mellom s 
0 

og s > 

0 
vil videre anta. 

at intet aktuelt medlem av f orsi bestanden er e enn. r 

ar, hvor lr 0. 

I en bestand av sammensatte forsikringer antar vi na at 

et bestemt t kt er det N gjenvrerende poliser. Po se 

nr. j ble tegnet for tj Ar siden av en person 1 alder me 

en forsikringssum s. 
J 

og prernie j ::: 1,2, ... ,N. Pint a at 

polisetager nr. j vil d¢ pA et fremtidig tidspunkt Tj. Kontant

verdlen av selskapets fortjeneste er da 

1det selskapet kan innkassere vtj etter a ha gjort opp med den 

forsikrede. " siden -a > c > 0, 
x 

1 
N l Egj = 

1 N EG = 

hvor kl er en positiv konstant, uavhengig av N. Vi de re er 

(~ 2 
T 2 

var gj :: + Sj) var v j < k 2 Sj < k s 2 
0 - - 2 0 

Viser at forutsetningene for bruk av lernrnaet i Fors.mat, 

emner II.Der oppfylt, altsa : 

lim Pr(G > 0) = 1 
N+oo 

( 3 2) 

( 3 :3) 



s am 1 e t net t u -" 

antall oliser mot uendel 

SA var det sp¢rsmAlet om selskapet er 1 stand til ~ le 

til side for hver polise. Har d¢dsfallene i fortiden for 

1¢pt sl at dette er mulig ? Besvarelsen av dette sp¢r 1 :ce 

til den retrospektive betraktningsmAte. 

Som 1 Fors.mat.emner II.D betrakter vi N poliser te et j 

et visst be et tidsintervall (0,8 0 ). Vi studerer situasjone 

et tidspunkt e . 
0 

For en vilk&rlig polise tegnet pA tidspunkt T med forsi -

ringssum S har vi nA if¢lge (6) 

+ v 
p 

1 
VP ~x+_e_ 

l 
x 

hvor p = 8 - T. I tillegg til nettopremien n betaler den 

sikrede sikkerhetstillegg i\n} slik at premien er p = n(1+)1). 

Hvls T er forsikringstiden, er altsa kontantverdien p~ tid pun 

0 av overskuddet 

F:::: v'(p hvis T > P 

( 3 6) 

T - T F = v (p a~ - S v ) hvis T < p 

Med utgangspunkt i ( 36) be vises na analogt med utvil<:lingen i 

Fors. mat. emner II. D at nar N-+ 00 vil sannsynligheten for d t 

det samlede overskudd skal v~re negativt ga mot 0. 

9. FONDET VED DISKRETE BETALINGER 

Vi skal 1 de etterf¢lgende avsnitt (inntil avsnitt 13) holde 

oss til sammensatte livsforsikringer med utbetaling av samme bel 

ved d¢d som ved oppnadd alder. 



bet al formene er diskrete, gAr vi ut fra at ved d 

sGurnm.en S bli utbetalt ved ste fo:r 

te 1 etter d¢den (p& tross av at s& ikke vil v~re til-

fellet i Premien vil vrere konstante for uddsvis i 

t 1 1 ~ 1. · m = 1 ~, .erm ner av .engue ~, - ., •; 1 forsi ingstideno 

Ved hel lige terminer (m = 1) vil netto arspremien n v~re 

bestemt av 

;;: S A 

s~fremt tegningsalderen er x og h¢yeste utbetalingsalder er 

x + n. 

Premiereserven 

etter tegningen) 

mate til 

v t pa et helArlig tidspunkt t ( dvs t a 
er bestemt ved en prospektiv betraktnings 

( 3 G) 

Bemerk at den premie n som innbetales pA tidspunktet t, re ~ 

konvensjonelt som en fremtidig premie. Ved en retrospektiv be-

traktning er 

TI a -j xt = S A 

bestemt ved 

9) 

et vilkarlig tidspunkt t + h, t helt tall O < h < 1, finner 

vi (eksakt) 

1 ~h 
+h :: v 1 ( Lf 0 

Tilsvarende differensiall1kn1ngen for den kontinuerlige re-

serve, kan vi finne en differensiallikning (rekursjonsformel), 

for Vt. Hvis N personer har identiske poliser tegnet fort Chelt) 

tall) ar siden 1 alder x, sa vil disse ha et sarnlet fond pa NV,__ c 

L 



Dette fond samt de mler Nn som umiddelbart innbetales, sKal 

med renter vcere nok t:tl a dekke selskapets kontraktmesrsi 

pliktelser og fondsavsetninger over tids ervallet t til t+ 

altsa 

siden det rventede antall d¢de hver sk:al ha en ::;um 

S pA tid unktet t+1, mens det fo~ de forventede antall leve 

N(1-qx+t) hver skal ha et fond Vt. 

Her av 

+t) = Vt + 11 + S v qx+t 

Denne likningen kan ogs~ skrives 

'if = vqx+t(S-Vt+1) + (v Vt+1 - Vt) 

som viser hvordan premien kan littes 1 en risikopremie 

v qx+t(S-Vt+ 1 ) og en sparepremie v Vt+ 1 - Vt, ana gt med d 

kontinuerte tilfellet. Vi innser lett at summen av fortidige 

sparepremier med renter og rentesrente nettopp er premiereserven 

t -'I 
K = ~ 

j=O 

t-1 . 
!: (V (1+i)t-j-1 - V (1+i)t-J) 

j=O j+1 j 

Hvis vi her innf¢rer W. = (1+i)t-j, fAr vi 
J 

K - w - w t 0 

OvenstAende kan trivielt generaliseres til tilfellet med 

hyppigere premieterminer enn ~rlige. Vi anf¢rer bare at med 1n 

terminer pr. ar har vi for t =Nim ; N=1, 2,.,. 5 



•r ( m ) ~ C\ 
'J t L• - if 

(m) m) 
+t n-

og at v 0 t+r .~ 
< r < 

1 
m ' 

lett kan nedskrives ( -, • 1 • se .Llrcn ing ( 4 0) 

(m) 
1T Her er lig premie. (m) ,_ . ' (n Im Lerm1npremieJ. 

10. FONDET VED ARSOPPGJ0RET 

Hvert f. eks. pr. 31/12 m~ et forsikringsselskap ber~gne den 

samlede premiereserve for sin bestand. Siden antall poliser er 

start, mA arbeidet rasjonaliseres. Vi skal illustrere hvorledes 

rasjonaliser1 n kan forega ved a se p~ en bestand av sammen-

satte diskrete livsforsikringer hvor premieforfall er arligj h8l -

arlig 1 kvartarlig osv. Premiereserven for en polise med en &rl 

termin er V(m~ , hvor t er et helt tall, k = 0,1,2,· • · ~m~·I 
t+-+r 

m 

k - + r er tidsavstanden fra siste arsdag for tegnin n 
m 

frem til ~rsoppgj¢rsdagen. Tegn1ngsalder x, forsikringssum 

k -+r 
m ' m, n, varierer fra polise til polise. 

Vi skal altsa finne 

Vi vil f ¢rst f inne 

A\ V (m) 

t 

i: v(m) 

t+~+r 
m 

v(m) uttrykt ved 
t+k+r 

m 

t + ls 
m 

t+~+r 
m 

t+1 

og \J_(m) 
. t + 1 • 

var'ighet 



Den brudne kurve p~ det iske blldet 

forl¢p. Ved hvert hopp er prerniereserven 

under hoppet, mens hoppets yde er 

f¢rst frem til v 
t+~ 

m 

(punkt 1) 

'IT 
(m) 

1H 

r premiereservens 

v(m) ordinatverdien 

. Vi interpolerer oss 

V (m) = 
t+~ 

(1-~)V(rn) + ~ V(m) 
m t m t+1 

( 4 4) 

m 

Dernest interpolerer vi oss frem til 

v k 
t+-+r 

m 

(m) 
= m(l- r) (V(m), + _n _) 

m , t +!!. m 
m 

+mrV(m) 
k+1 

t+-,~ 
m 

(L15) 

idet man ma interpolere mellom en hoppkant og frem til under rieste 

hopp. Vi innsetter nA (44) med k og k+1 i (45) og finner 

hvor k 
P = - + r. m 

Med tegningspunktene jevnt fordelt over aret kan man ga ut 

fra at p er rektangula:rt fordelt over (0,1). Dette medf¢rer at 

r blir rektangula:rt fordelt over ( 0 ,k) og at forventningsverdi-

ene av p 

statte p 

og r blir henholdsvis l 
2 

1 
og 2m' 

og r med sine forventningsverdier 

Ved i (46) a er-

l 
2 

1 
og 2m finner 

vi da som en gjennomsnittlig tilna:rmelsesverdi for v(m) 
t +p 

EV.(m) = 
i:;+p 

l(V(m) + V(m)) + ~1 n(m) 
2 t t +1 2m 

og spesielt med arspremier (m=1), 

( 4 7) I 

Vi vil holde oss til tilfellet m = 1, og skal se pa beregningen 

av Vi kan oppna store besparelser i sumrnasjonsarbeidet 

ved a gruppere addendene pa en rasjonell mate. Vi skal se pa to 



metoder. 

er aktuell alder x+t ved siste sdag for tegningen ogsa 

konstant innen gruppen. Vi ser p~ det retrospektive uttrykk for 

premiereserven 

w(Nx - Nx+t) - S(Mx - Mx+t) 

Dx+t 
( 4 8) 

Hvis vi na summerer over alle poliser med fast x og x+t, finner 

vi av (47) og (48) 

N -N N -N M -M M, -M +t+ 1 'i:'"EV 1 ( + x x + t + x x + t + 1 ) I: _ , ( x x + t + x x ) I: S r, 4 9 ;' ~ ttp::: ~ 1 D D 11 2 D D 
x+t x+t+1 x+t x+t+1 

Man trenger altsa bare a flnne LTI og LS i en polisekortbunke 

hvor alle kort har samme (x,x+t), dvs samme tegningsalder og 

f¢dselsar. Det trenges ingen nysortering ved hvert arsoppgj¢r 

og LTI og ~S kan finnes av fjorarets summer ved a korrigere 

for nytegning og avgang. (n,S) er kortkonstantene, mens ut-

trykkene 1 M, N og D er gruppekonstanter. 

Vi ordner leddene 1 (48) etter fotskrift og f~r 

eller 

SMx+t - irNx+t + TINx - SMx 

Dx+t 

0 
Vt = SA - irax+t + D~~ 

x+t x+t 

hvor 0 = irN SM • x x 

( 5 0) 



Vi finner na 

-
I. EV t + = ~ (Ax+ t + Ax+ t + 1 ) l: S - ~ ( 1 +ax+ t + ax+ t + 1 ) I>rr 

inn en P 
gruppe 

+ ~ ( n-1- + D 1 }l::e 
x+t x+t +1 

I denne sum varierer altsa tegningaalder x fra ledd til ledd 

S, n og a er kortkonst ene. 

Istedenfor i de to gruppemetoder nevnt ovenfor a operere med 

11 gjennomsnittlig·11 tilnrermelsesverdi (likn, (47)), kunne man ope 

rere med de n¢yaktige arsdager for tegningen definert ved PJ slik 

som 1 likning ( 46). Med arspremie (m= 1), far vi da, p = r og 

Vi fAr da ved gruppemetode (ii) 

r.v innen t+p 
gruppe 

+ ~(-1- r(1~p)EJ + D 1 I:pEJ) 
Dx+t x+t+1 

( 51 ) 

( 5 2 ) 

I tillegg til kortkonstantene S, n, e, trenger man da ogsa pS, 

pn, p8. 

Med kortere terminer enn ett ar (m > 1), blir gruppemetodene 

analoge, men med litt mer komplisert algebra. Man benytter til-

n<Ermelsen 

(se 11kn. (48) samt (46)). 
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11. PREMIERESERVENS ENDRING MED RENTE, D0DELIGHET OG KONTRAKT 

Vi vender tilbake til studiet av den individuelle premiereserve 

Anta at beregningsgrunnlaget er gitt ved de ett~arige d¢dssann~ 

synligheter qx og rentefoten Premiebetalingsplanen er gitt 

ved Pt 1 dvs at det ved begynnelsen av det t 1 te forsikringsar 

skal betales Pt i premle. Endelig gar vi ut fra at utbetaling 

av eventuelle erstatninger finner sted pa en arsdag for tegningen 

og at forventningen pa t'te arsdag for tegningen av utbetalingen 

pa arsdag t+1 (ikke diskontert) er ht. (Hv1s f.eks. det s}c,11 

betales en d¢dsfallerstatning pa s p~ arsdag t+1 ved d¢d i 

intervallet Ct,t+1) er ht = qx+tS). Premiereserven Vt pat te 

arsdag er da gitt ved 

med V = 0, 
0 

( 5 3 ) 

La oss na anta at vi ¢nsker a se pa virkningen av a endre det 

ordin~re beregningsgrunnlag (i,qx+t) og kontraktsforhold (Pt,ht) 

til et spesielt (i' ,q~+t'Pt,ht). Vi ¢nsker pa en enkel mate a 

kunne si noe om virkningen av en slik endring pa premiereserven. 

La ass kalle den endrede (spesielle) reserve Vt. Vi antar V = V' , n n 

Denne reserven er gi tt ved en likning ( 5 3) som fremkorruner ve,j ,:} 

sette toppskrift overalt i (53). La oss na sette 

V' 
t 

Vi finner av (53) 

( s 4) 

<Vt+ Rt+ rt+ pt)(1+i') ~ h-f + (1~q~+t)(Vt+1 +Rt+1) C:i5) 

Veda subtrahere (53) finner vi 

( 5 6) 



')) 
L ~ 

hvor 

s "" t 
( s 7) 

Bemerk at siden R = R "" 0 kan ikke alle S.) t = 1,2, ... n··1, 
0 D T • --

ha samme fortegn. For hvis de alle var positive~ ville det f¢lge 

etter tur av (4) at R1 er positiv, R2 er positiv osv inntil 

R > 0, hvilket strider mot at R = 0. 
n 

TilsVarende hvis alle 

var negative. Bemerk ogsa at det f¢lger herav at hvis 

konstant, ma S,, 
L-----

vocre 0. Vi har na f¢lgende setning : 

Setning A: H v is St~ git t v e d ( 5 7 ) er f ¢rs t E o s it iv o g __ c:;_~ 

blir, og forblir, negativ er R = V' - V > 0 for alle 
----'---=------'----=-------t--t--t---------

s 
t 

t = 1,2, ... ,n-1. Hvis St er f¢rst negativ og sa blir og forblir, 

positive, sa er Rt < O for t "' 1 2 •• _.n-~. 

Bevis: Anta at den f¢rste mulighet gjelder for st. Da vil 
' 

if¢lge (56), Rt+ 1 > 0 sa lenge St> 0. Men etterat st er blitt 

< ·o, kan allikevel ikke Rt+ 1 < 0. For i sa fall ville alle etter-

f ¢lgende 

umulig. 

R . 
T ' 

T > t+1, va:!re < 0 , altsa R < O, 
n 

hvilket er 

Tilsvarende hvis den andre mulighet gjelder for St. 

Setning B (Lidstone): Anta at samrne forutsetninger sorn ov(:::n Jot'., 

men prerniene er konstante i forsikringstiden bAde under den soes1.-

elle og ordin~re kontrakt, Pt = P, P~ = P 1 • Hvis da 

Ct = (Vt+P)(.i'-i) - [ht' - ht - (q 1 ~ q )V ] x+t x+t x+t 

er avtagende, er VI > V ' t "' t--t' 

er VI < V ' t = 1,2, ... n-L 
t---t' 

Bevis: Vi finner av 

St :;; Ct + ( 1 + i I ) p 

og benytter setning A. 

( 5 7) 

1,2, ... n-1, hvis Ct 

og ( 5 8) med p '!". P' -

( s 8 ) 

er t i 1 t a g':_'.2_ d ~ 

P, 



Som eksempel pA bruk av setning A la oss spesielt se pA tilfellet 

i I ::;:: i q1 

' x+t h' "" h t t slik: at det bare er premieplanene 

som er forskjellige. Anta na at ved 

d¢d l t 1 te forsikringsAr skal Bt utbetales ved slutten av Aret. 

La den 11 ordina:re 11 pr·emieplan v.xre 

med konstant premie Pt "" n, mens den "spesielle" er med 11 naturlig 11 

premie P' "' t Da er VI ::: Q 
t 

_og vi far et kriterium til A 

avgj¢re om Vt er_£ositiv> resp. negativ, fop alle t. Hvis 

St = vqx+tBt - n er f¢rst positiv og sA blir negativ, vil V VCEl'e t 

negativ for alle t. Man kan f.eks. spesielt la 

Anta en sammensatt forsikring med konstant premie , og at 

(kontrakten og) d¢deligheten er den samme ved den vanlige og spesi-

elle reserve, mens beregningsrentene er forskjellige i 1 , i, 

Vi finner da med setning B 

Na er det kjent at Vt stiger med t slik at den spesielle re

serve er mindre enn den vanlige hvis den spesielle rentefot er 

st¢rre enn den spesielle, 

Anta sa fremdeles en sammensatt forsikring med konstant pr>e e 

uendret rente, men at q i ::::: q + k. 
x+t x+t Da far vi 

ct =~k(1-Vt+ 1 ) 

slik at hvis den spesielle d¢delighet fremkommer ved a¢ke den vanlige 

med et konstant bel¢p,vil den spesielle reserve v~re mindre enn 

den vanlige. 

12. BRUTTO PREMIERESERVEN 

Vi har hittil sett bort fra de omkostninger som pal¢per selska-

pet ved forvaltning av forsikringene. Selskapet ma ha dekning for 

disse omkostninger ved a gj¢re et tillegg til netto premien, dermed 



fremkommer br'uttopremien. Omkostningene klassifiserer man vanlig-

vis som (i) engangs ~omkostninger ved f orsikringens tegning ;.i_ii_1_ 

omkostninger ved inkasso av premiene; (iii) administrasjonsom-

kostninger for¢vrig, bl.a. ved anbringelse av fondsmidlene. Det 

er Apenbart at omkostningstypene (ii) og (iii) er stokastiske siden 

de bl.a. e~ avhengige av hvorvidt forsikringen er i kraft eller 

ikke~ dvs av liv eller d¢d. Det er·pA den annen side Apenbart 

at hvorvidt bruttotillegget faktisk tilf¢res selskapet gJennom 

premiebelastning ogs~ er underkastet tilfeldigheter. 

Disse betraktninger tilsier at omkostningene behandles som 

en ytelse til den forsikrede, som matematisk star pa like linJe med 

de kontraktmessige ytelser, Vi utvider ekvivalensprinsippet .. ~2-~l:_ 

at forventet konstantverdi av bruttopremien skal v~re lik forventet 

konstantverdi av de kontraktmessige ytelser samt de omkostninger 

som paf¢res selskapet. 

La oss konkretisere ved a se pa en sarnmensatt livsforsikring 

til en person med tegningsalder x, hvor forsikringssummen S be

tales straks ved d¢d f¢r alder x+n eller straks ved overlevPlse av 

alder x+n. Premien pa B arlig er konstant og betales kont inuer't 

inntil alder x+m Cm~ n), men bortfaller ved d¢d. 

Ved en slik forsikring har det v~rt vanlig a beskrive omkost

ningenes forl¢p slik 

(i) Engangsomkostningene settes proporsjonalt med forsikr'ings-

surrunen S; al tsa lik Sa. Dette er noe forenklet- sammenlignet med 

virkeligheten, idet det f. eks. er engangsomkostninger som ec 11av-

hengige av forsikringens st¢rrelse (stykk-omkostninger). Me11 et 

viktig element i engangsomkostningene, nemlig agentprovisjo11en 

ved tegninger, er ofte proporsjonale med forsikringssummen. a 

kan v~re av st¢rrelsesorden 3 til 6%. 



ved i 

par anal med bruttopre-

~ 1 forslk-

forsikringssummen 

lik t ~v 
, 
J .. 

t en utglft pl Sydt. y kan 

Utvllaomt er ~- omkos tninga·beGkr1. vel~en 1 ( 11) og (iii) 

forenklet samrnen1ignet med vl.ckelii$heten. Men o 

relative betydning tatt 1 oetr n:tng!' har rnf.Hi funnet det hen-

s 1 kt sme sslg a brukc .en re la.t 1 vt ovkornet modell angitt ved 

(1), (11) og (iii). 

Vi ser nA lett at 1f¢lge vdrt utvldede ekvivalensprinsipp 

er 8 gitt veu 

( 5<:;} 

idet de tre slate ledd er forventet kontantverdi av de adminl-

s tra sj on::; Oi1'Ju.n1 tninger i:>om poJ.iaen paf¢re4"' se lskapet. I de t etter-

f¢lg2nc!e setter vt S = ,1 ~ sllk at B e:r· prem1en pr. enhet av 

fors1.kringssummc~n. 

Vl l¢'StoP ~· .~ ( :19 ) B <Jg .\cl,>;;{, 

' 
~ 

1 a xiii B i:i( + l~ 
>} ) hVOl' ;;;; I i;;. { 60 \ - Tl '(J:""'"-- 'f i'--~l s jl' ' -"11 "" -::1 I.. J 

~"x17J xm xm.J xm~ 

Ve ct p:r'e!Tdebetallng i forslkr!ng~tiden (m::: n): far vi spes:'U:?J 

( 61) 



Men ni vet vi at 

dette 1 (61) f 
axnl 

r vi 

B = 1 +a n + ~.!.r = F 'IT + G 1-6 1-8 

11 + d@ Innse tes. 

(6 

hvor F og G er konstanter ua vhengige av x og n, B ;;:: F11 + G 

har v~rt en vanlig generell skipperskj¢nnsmessig regel for brut o-

belastning av nettopremien n, uten hensyn til forsikringsform. 

(Bemerk at 1 (62) avhenger G av renteforten 6). 

Bruttopremiereserven Wt' t Ar etter tegningen. defineres 

nA belt analogt med nettopremiereserven. Den skal dekke forven 

kontantverdi av selskapets samlete utlegg 1 kontraktmessige og 

kostninger, e tter fr ad rag av forventet kontantverd1 av de fr em-· 

tidige premier. Vi finner herav for ovennevnte sammensatte for-

sikring. 

som gir Wt ved en prospektiv betraktning, Ved retrospektiv 

betraktningsmate; finner vi 

D 
wt = ~x~(B(1-s)a ~ 

Dx+t X1;1 

safremt t < m. Tilsvarende uttrykk for wt nar t > rn ned 

( fd 

( 6 4 

skrives lett. wt gitt ved ( 6 3) og ( 6 4) blir identi ske siden 

er bestemt ved ekvivalensprinsippet ( 5 9) ' 

Ved innsetting av (60) i ( 6 3) ' finner vi 

wt Vt 
a a ::; - - x+tm:t'I axffil 

hvor 

-

B 

Vt :;;; A x+tn-t1 - Tf a x+t~~tl ( 6 6 ) 



er nettopremiereserven t Ar etter te ingen. is det er 

betaling i hele forsikr 

-a x+tn 

st n, dvs m = n 1 finner vi 

6 

Vi ser altsA at bruttoreserven er 11k nettoreserven minus for-

vent et kont ant verdi av iklrn amort isert e engangsomkostnin~1~. 

Bruttoreserven er alts~ alltid mindre enn nettoreserven n det 

er premiebetaling i forsikr t1den. 

Vi har for¢vrig n m = n, 

Vt ::: 1 
+tn-t,1 -
axn 

slik at vi finner 

w = v - a(1-Vt) ::: V,_('1+01) - (), t t l, 
() 8 ) 

Bemerk at for t = 0 er premiereserven W0 = ~o. negat iv. 

Nar m < n kan Wt > Vt. Dette gjelcler spesielt nar t > m, 

hvor 

w :::; v + 
t . t ( 6 'j 

som ogsa gjelder for alle t > 0 nar forsikringen er mot engangs-

prem1e, dvs for m = 1. 

La oss na sette opp differensiallikningen for ved til~ 

svarende resonnement som 1 avsnitt 4 ovenfor. Vi tenker oss at vi 

har N identiske poliser for personer som alle har tegnet forsik 

ring for t Ar siden i alder x. Vinnings- og tapskonto for et 

etterf¢lgende tidsintervall av lengde dt blir~ 



Inntekter Utgifter 

Reser've pa t spunktet t NWt statninger 

Premieinntekter NBdt Inkassoomkostninger 

Renteinntekter N(Wt+Bdt)odt AdministrasJonsom~ 
kostninger 

Reserve p~ tids
punkt et t +dt 

Ved A sette utgift = inntekt finner man herav 

N BSd 

dt 

slfremt t < m. Initialbetingelsen blir 1 dette tilfellet 

( 7 0 

+ 

Som 1llustrert i avsnitt 7 ovenfor kan slike differensialli -

ninger brukes til ~ analysere forsikringskontrakter. Som eksempel 

la oss tenke oss at administras,jonsornkostningene regnes propers o·--

nalt med fondet, ikke forsikringssummen. Det kan hende at dette 

er mer realistisk, siden det er fondet Wt som forvaltes av 

skapet, ikke forsikringssummen" I vinnings- og tapskontoen oven·· 

for mA man da erstatte utgiftsposten yNdt med 

istedetfor (70) 

som 1m1dlert1d ogsa kan skrives 

W yNdt 
t 

og vt fa:c 

( 71 ) 

( 7 2) 

Hele virkningen av den mate a regne med admlnistrasjonsomkostnin-

gene pa, vil alt sa bli at man skal regne med rent efot o ""'._r. 

istedefor o. 

Det betyr at vi har (se likning (63 )) 

( 7 3) 

-hvor A er regnet ut pa grunnlag av rentefot o - y, ikke 



Premien B firmer vi ved 1 ( 

finner vi 

+ a)/a ;:;:;i xm 1 

~ sette t = 0 W = - a. 
0 

/_ j 

A regne med administrasjonsomkostninger proporsjonale med premie~ 

reserven, kan i f¢rste omgang synes uhyre kompliserende, idet det 

da synes n¢dvendig ved premieberegningen a trekke inn premiereser~ 

ven som i sin tur avhenger av premien, altsa slik 

(1-S)B 

hvor 

a xffil 

n D 
yJ Dx+s 

t x+t 
W ds s 

(7 5 ) 

( 7 6 ) 

hvor A og a her er beregnet med rentefot o. Det er natur~ 

ligvis meget enklere a benytte (73). CVed a derivere Wt finner 

man for¢vrig (72).) 

13. PREMIERESERVEN VED MANGE POLISETILSTANDER 

Ved noen forsikringsformer kan polisen v<Ere i kraft pa mar1ge 

mater og premiereservens st¢rrelse Vil ViEre avhengig av maten dvs 

tilstanden. Ved en straksbegynriende eventuell enkepensjon pa 1 

pr. ar (mot engangspremie) vil premiereserven v~re a - a y+t x+t y+t 

t ar etter tegningen safremt begge ektefeller lever, hvis bdre 

hustruen lever, vil den ViEre ay+t (Her er x og y aldrene til 

mann og hustru ved polisens tegning). Ved en sammensatt livsfor-

sikring pa 1 mot en arspremie (kontinuert) pa n pr. ar med 

premiefritagelse ved invaliditet er premiereservei t ar etter 

tegningen -aa A - n a ~- safremt den forsikrede er aktiv, x+t n-tl x+t n-tl 



mens premiereserven er - 1T 
~ia 

ax+t n-ti hvis den 

er invalid (Her er x tegningsalderen o·g x+n h¢yeste utbetali n 

alder). 

Generelt vil vi anta at pa et hvert tidspunkt i forsikrings-

tiden kan forsikringen vaere i en av tilstandene l :::: 1 , 2, ... , L'. 

(' 
j 

Nedenfor skriver vi ikke aldrene eksplisitt, og vi lar t betegne 

varighet siden forsikringens tegning µ .. (t) betegner overgangslJ 
intensiteten fra tilstand l til tilstand j. Avgangsintensitete11 

fra tilstand 1 blir da 

µ.(t) = 
l 

l: 
j:jt!i 

µ .. ( t) 
l] 

( 7 7 ) 

Summasjonen er her over j = 1,2, ... ,i~1,i+1, ... ,r for gitt L 

P .. (s,t) 
l] 

betegner sannsynligheten for a vcere l tilstand 

gitt at man er i tilstand pa s < t. Vi finner 

aP .. (s,t) 
l] 

at = - µ.(t)P .. (s,t) + 
J lJ 

l: P. 1 (s.t)µk.(t) 
l <: , J 

k:k;tj 

J 

Lana den forsikrede fa B.(t)dt i 11 livrente 11 nar han i 
J 

0 pa 

(7 8 ) 

(t,t+dt) er i tilstand J. Spesielt kan B.(t) < O, slik at -h.(i) 
J J 

er premien. La videre B .. (t) vcere en 11 erstatning 11 som utbetciles 
l] 

umiddelbart hvis polisen pa tidspunktet t gar over fra tilst~nd 

l til tilstand J. 

Hvis polisen pa tidspunkt s er i tilstand J, vil pren11e-

reserven vcere 

en r 
V.(s)=f L: 

J s i=1 

t~s 
P .. (s,t)B.(t)v dt + 

J l l 

00 

t-s +f I: P .. (s,t)µ.k(t)Bik. (t)v dt 
J l - l 

s ik:i~k 

(';g) 

Vi har ogsa 



e 

t 

t 
m t-s -f µj(t)dT fB.(t) 

V.(s)=f v es - J 
J s 

+ E 
i:ir!j 

µ .. (t)(B .. (t)+ V.(t))}dt 
J l J l l 

-f µ.(T)dT 
J s er nemlig sannsynligheten pa 

(8 0 

s for at polisen 

uavbrutt skal v~re i tilstand j til tidspunktet t. I sa fall 

skal han ha B.(t)dt over tidsintervallet 
J 

(t,t+dt). Betinget 

av at han pa t er 1 tilstand J, ,er sannsynlighet for at 1 

(t,t+dt) gar over i tilstand l lik ll·. (t)dt. Jl I sa f al1 skal 

han ha en erstatning pa Bji {t), Hvis man dessuten godskriver 

ham V.(t) ved overgangen, har man dekning for alle transaksjo
l 

ner etter t. 

Deriverer vi (80), far vi 

v ! ( s) ::: - B. ( s) I: µ .. (s)(B .. (s) + V.(s)) + 6V. ( s) + 
J J .. .,. Jl ]l l J l: l J 

t 
<XI -f µ.(T)dT 

J t-s J µ.(s)[B.(t)+ r µ .. (t)(B .. (t) 
+ v e 

s 

+ v. ( t) ) ] dt 
l 

s ] ] i:i~j Jl ]l 

.Men ved a sammenligne siste ledd med (80) ser vi at deter lik 

µ.(s)V.(s). 
] J 

Av (80) finner vi da, 

V!(s) = oV.(s) 
J J 

B.(s) 
J 

som er en fundamental likning. 

I: µ .. (s)(B .. (s)+V.(s)-V.(s)) 
.. -~· Jl Jl l J 
l.lr] 

(81 ) kan avledes ved a se pa 

+ 

vinnings- og tapskonto over (s,s+ds) for N identiske poliser i 

tilstand j s ar etter tegningen. 

(81 



Inntekter Utgifter 

Gammel reserve NVj(s) L¢pende livrenter NB.(s)ds 
J 

Renter NV. ( s) ods Overgangserstatninger NE B .. ( s) µ .. ( s) d s 
J l Jl Jl 

Ny reserve for poliser som forblir i 
i tilstanden N(1-l: µ .. (s)ds)V.(s+ds) 

i Jl J 

Ny reserve for poliser som gar over i 
andre tilstander NEµ .. (s)ds V.(s+ds) 

i J :i l 
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Herav finnes (81) ved a sette utgift lik inntekt. Vi ser for¢vrig 

at (81) kan skrives, 

V!(s) = (6+JJ.(s))V.(s)-B.(s)- :r µ .. (s)(B .. (s)+V.(s)) 
J J J J i:i;tj Jl Jl l 

(8 2 ) 

f~~~!!.!12!§£: Ved mannens d¢d skal hustruen, hvis hun er i live" 

ha en kontinuert betalt konstant livrente pa 1 pr. ar sa lenge 

hun lever. For dette skal erlegges en kontinuert betalt premie 

pa 1T pr. ar salenge mann og hustru lever. La mannens og hustru-

ens alder ved tegningen v~re x og y. Premien n er bestemt 

-ved a n ::;; a - a . La tilstand 1 = begge ektefeller lever, 
xy y xy 

2 = bare hustruen lever. Av (8 2 ) kan vi direkte nedskri ve 

Alle B .. {s) fra (82) er 0. 
Jl 

Anta at kontrakten er som ovenfor beskrevet, men med den 

endring at hvis hustruen d¢r f¢r mannen, skal mannen ha tilbake 

premiereserven. 

La da tilstanden 3 = bare rnannen lever. Da er apenbart 

B .. (s) = 0. 
l] 

Vi finner direkte 



av ( 8 2 ) 

= (o+µ + 
x+s 

V'(s) = 0 
3 

I likningen for v1(s) 

er V 2 ( s ) = ay+ 8 , dvs 
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µ + )V 1 (s) + 1T - µ + V1 (s) -
y s y s lJ V. (s) 

x+s 2 

faller leddene med ,, bort. dessuten 
'"'y+s , 

a y+s 
(8 3 ) 

som avsl¢rer for oss hvorledes beregningene kan forega. Vi kar1 

oppfatte dette slik at vi har en "enkel livsforsikring 11 med 1¢-

pende premie pa mannens liv med "utbetaling" av forsikringssum 

a ved d¢d s ar etter tegningen. Men da blir premiereserven y+s 

gitt ved 

00 1 = J s-t- x+s 
v ay+sllx+s -1-- ds - TI ax+t "" 

. t x+t 

hvor v = x-y. Veda sette t = o, V1(o) = o, finner Vl 

TI a x 

( 8 Lj ) 

( 8 5 ) 

Vi ser at for 1¢pende beregningsformal er det bare a utarbeide 

en tabell over 

for x = 2 0 , 21 , - - - , 6 0 ; v = 0 , ± 1 , ± 2 , - - - . 


