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SVINGNINGER OG TREGHET I TIDSREKKER 

ider man med t srekker v i f el 

i ret:tet mot sv , dvs. met' ellez1 

periodisiteter. Det elder enten man studerer 

el man lager modeller tidsrekkenes forl¢p. 

La oss se 1 naormere p& denslags fenomener. De opptrer i 

fysikken ved f.eks. pendelsvingninger og elektromagneti sving-

ninger; i 1 s konj ; i geof ys i 

industrielle produksjonsprosesser. Fysikkens svingefenomener er 

vel de mest klassiske og mange har vel oppfattet f .eks. samfunns-

viternes arbeider med fenomenene som et forlorent fors¢k a opp-

nA like elegante og enkle resultater. Det er de Jeg t:ror 

det kan vczre viktig a vcere oppmerksom pa bade likheter og vesentl 

forskjeller mellom de modeller og problemstillinger som fysikere pA 

den ene side og f .eks. geofysikere og ¢konomer arbeider med. Det 

da v~re klart at det er vesentl e strukturelle relasjoner i 

f .eks. det ¢konomiske liv som gir seg utslag i svingefenomener og 

at dette er viktig a studere. 

La meg f¢rst se p~ situasjonen med en svingende springfj~r 

likevekt f este 

u~ t) 

u(t) 

Loddet L har masse m. Avviket = avstand~n fra likevektstil-

standen pA tidspunkt t er u't). Friksjonskoeffisienten er 

bevegelsen er f. Vi har tre strukture1le re 



Treghetskraften 

Friksjonskr~ften 

Den gjenopprettende kraft = k t) (Hookes lov) 

Dette er systemets indre krefter. 

I tillegg er loddet utsatt for positive eller negative 4-mr:uls-

krefter. Impulset p~ tidspunktet t er K(t). Vi finner 

K ( t) = m u 11 ( t) + f 1.,1 1 ( t) + k u( t) 

Impulset ma overvinne treghet, friksjon og press fra fj2ren. 

[Anta spesielt at K(t) = 0 overalt og at bevegelsen starter 

pA t 0 med avvik ~t 0 ) og hastighet u'(t 0 ). Da finner vi sAfremt 

f 2 < 4 km 
f ( ' -- t-toJ 

u(t) =p e 2m sin[ACt-to)+¢] 

hvor 

og p og rp er bestemt slik av initialbetingelsene 

u( t o ) = p sin Q) 

u' (to) = p [- -c2· sin rp+!t cos <P J m 

Anta nA at K(t) har f¢1gende s¢yleform 

( 0 for t < t l 

K(t) = 1 
K1 for t1~t~t1+!.l 

0 for t>t1+!1 

og at systemet er i ro i likevekt f¢r t 1 • Da vil K1 gi en 

( -- 21t.2~K~ ut 1 +ii) 1..1 v ~ F;:l 0 

asy:mptotisk for sma ~. Ved bruk av disse ini tia.lbetingelse:C" 

med t 0 = t 1 + t::,, finner v~ ¢=0 og p = L, ° K1 /m >. og altsa 

asymptotisk 



3 

t;_( t) :: 

vilkarlig impulsf\:.i1;csjon K f +- \ 
\ LI kan vi te.n~ce oss som en sum av 

slike s¢ylefunksjoner som vi har betraktet 

Vi far som 1¢sning 

t 

u(t) = f 

(Greens formel), safremt 

sin .,:rd-r 

K(t) 

Vi ser at impulset K(t) er gjern1om fja;ren blitt transformert 

J 

til en sarnmensetnir.g av dempete svingninger :· n.lle med samme periode 

p = 21r -,- Transformasj on en har form av et fil te1' 
" 

1-1-,t) = j K(-r),1.(t-,-r)d-r 

- co 

hvor formen av -tr2nsformasj onen er bestemt av ii! dvs. bare av 

Hvis K(t) oppfattes som en deterministisk funksjon er det 

lett a angi forutsetninger under hvilke nevnte 1¢sning eksisterer 

og er entydig. Vi vil f¢rst og fremst tenke p~ situasjoner hvor 

K(t) er tilfeldig impulser, dvs. en stokastisk prosess, det med-

f¢rer at den simultane fordeling for er gitt 

for alle n,t1, ... ,t . Ofte er det naturlig A tenke seg at K(t) 
n 

er stasjona;r; dvs. at fordelingcn for• 

uavhengig av t for alle n,t 1 , ••• ,tn. 

K ( t : t 1 ) , ••• ~ K ( t+t ) 
T' 

er 



- 4 -

Man vil gj 2.rne 03sc.\ at impulsene til for·skj ellige tidspunkter 

skal v~re uavhengige, dvs. K(t) er ren st¢y. Det er ikke helt 

enkelt A fA til i dct tidskontinuerlige tilfelle s~fremt K(t) 

skal va:re kontinucrlig. Det :tlir sclvmotsigende a forlange kon-

tinui tet og autouavhengighet, Det er imidlertid flere mater £1 

velge K(t) p~ slik at autouavhengigheten 

Men enten man velger K(t) slik eller slik kan, under generel-

le forutsetninger, integraluttrykket for u(t) gis en presis me-

ning og v~re 1¢sningen av differentialligningen. Det er bare a 
oppfatte deriverte og integralet som definert som grensc i kvadra-

tisk middE:l. For integralets ved!<:ommende er det da som grenser 

for en Riernann-sum. At en stokastisk va.riabel Xm konvergerer 

til x i kvadratisk middel betyr at 

La ass vende tilbake til det fvsiske hovedpoGng. Svingende 

springfj~r og svingE:nde pendel er noe dagligdags for oss, det 

mttte v0l en betydelig forsker som Huyrens til for A oppfatte det 

som bemerk<::::lsesvcrdig at dette var resul tatet av Gallileis enkle 

prinsipper om momentum, treghet osv. som i seg selv ikke sa nos 

om sviI'gninger. 

I det ¢konomiske liv har man ikke uten videre villet akseptere 

konjunkturene som noe selvf0lgelig. Tvertimot har de blitt sett 

p~ som noe ~Atefult, i alle fall opptil 1930-~rene. Man s¢kte 

mange slags forklaringer, bl.a. i solflekk aktiviteten. I dag 

tror jeg det er akseptert at det er selve strukturen i vart ¢ko-

nomiske liv med relasjoner om vare- og pengeettersp¢rsel, sparing, 

investering osv. osv. som danner bakgrunn for forstaelsen av dem, 

jfr. de mange intervjue med de ¢konomiske vismenn, som ofte 

uttrykker seg i rneget abstrakte ordelag, riktignok med 11envisning 

til konkrete indikatorer (''Situasjonen er sa anstrengt at man 

ma ventc et om.slag"). 
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Det typiske med situasjoner med pendel springfj<er, elektro

magnetiske svinsninger er at man bruker modeller som gir relasjoner 

mellom posisjon, hastighet, aksellerasjon dvs. mellorn posisjon 

pA et tidspunkt og pA en eller to tidspunkter like forut. Det er 

en slags "slug.;islmcss" 11 tre3het 11 ( = "scighetn?) i systemet, og det 

er dette som er hovedpoengct nar det gjelder svingefenomenene. 

I virkeligheten har man det sarnme forhold innen geofysikk) 

industrielle produksjonsprosesser, ¢konomi, medisinsk-d8mografiske 

unders¢kelser) osv. Det er en apenbar treghet i mekanisrnen. Den 

kan ikke neglisjeres, hverken ved estimeringer, ved statistiske 

analyser eller V8d styringsproblemer. At denne iaktagelse er 

trivicll er in3en innvending mot A ta hensyn til den. A ta hensyn 

til den er sannelig ikke triviGlt~ som vi skal komme tilbake til. 

Ved mange skipperskj ¢nnsmessige statis-tiske analyser kommer 

tregheten inn. Valgprognoser er formelt utarbeidet uten A ta 

hensyn til tregheten, bortsett fra en stratifise~ing etter resul

tatet ved foregAende valg. Men i siste instans trekkes tregh~ts

bGtraktninger inn nar politikere Og journalister komrnentcrer dem, 

uten A ta hensyn til de usikkerhetene som prognoseinstituttene 

angir. 

Ofte finner man den type situasjoner. Den statistiske analyse 

er todelt. F¢rst kommcr den statistiske ekspert som har utledet 

sin analyscteknikk ut fra, i og for seg, sunne prinsipper fra en 

matematisk ornhyggelig presis8rt modell, men som unnlater J ta 

hensyn til visse vescntlige trckk ved situasjonen. Sa kommer den 

politiske ¢konom med sine relativt 1¢se, men sikkert ofte gode, 

analyser som tar hensyn til faktisk a priori innsikt. Det burde 

naturligvis v~re statistikerens ansvar a trekkc inn alle vesent

lige omstendighet8r i modellen fra f¢rste stund og sA bygge sine 

analyser pA dem. 
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For A konkretisere litt med et antydende eksempel, la meg ta 

s~rs se ls e-t:ninpen. (Med fare fo~ A demonstr£re naivitet og ukyndig-

het overfor ~konomctrikere.) Deter sn st¢rrelse som voktes av po-

litikere. ¢konomer op bedriftsledcrc. Vi vet at det er en malset~ 

ting ~ holde den h¢y. Tenk bare pA hva som skjer nAr arbeidstakere 

ma sies opp. Straks sett es en rekke tiJtak i gang. Det begynner 

vel innen bedriften, rasj onalisering, salgsl<:ampanj er, intern re-

finansiering-' sa kornmer bankene inn i bildet' og de offentlige 

myndigheter. 

Hvis man antar at antall sysselsatte S(t) er stasjoncere med 

ES(t) = µ, kan man kanskje beskrive S(t)'s variasjon med 

mS 11 (t) + fS' (t) + k(S(t)-µ) = I(t) 

hvor altsa I(t) er stasjoncer or. kanskje tilncermet ukorrelert. 

I sa fall har vi som stasjoncer 1¢sning safremt O < f < 21km, 

t 
_ _f_(t-T) 

fr() 2m . (t )' t e sin A. -T a T , S(t) . 1 
= JJ ., m:>.. 

-oo 

/ k f 2 
hvor A.= ~ - chr.) • 

En mer detaljert fortolkning av differentiallikningen er ikke 

sA viktig fordi man jkke som ved den svingende springfjcer, kan 

gj¢re seg hap om a mAle m, f, k ved separate fors¢k; dvs. veie 

loddet (m)' ma.le fjcerens stramhet (k)' bestemme friksjonen f. 

La meg allikevel gj¢re et fors¢k. Anta at investerinEene 

(="kreftene 11 ) pa tidspunkt t, kan deles i den del av investeringen 

som beror pa at sysselsetningen faller µ - S(t) under det normale 

og den som skyldes andre arsaker. 

Investering = I(t) + k(µ-S(t)). 

Det siste ledd beror altsa dels pa det offentliges forpliktelse 

til A holde sysselsetningen h¢y, dels pa private investeringer 

motivert ved at det er en fordel a investere nar sysselsetningen 

er lav. Disse investeringer lar sef bare gjennomf¢re ved 



endringen i sysselsettingen pa tidspunktet t. La oss tenke oss 

at den momentane endring kan males ved S'(t) og S"(t) eller 

summarisk ved mS 11 (t) + fS' (t), slik at 

I ( t) + k ( µ-S ( t) ) = fS I ( t) + ms H ( t) ' 

Et fors¢k pa a gi en dypere mening til de to ledd som friksjon 

eller inertia blir formodentlig kunstig. Det vesentlige er den a 

priori tro pa sluggishness :: treghet' sa ma konfrontasjonen med 

virkeligheten, dvs. aktuelle tidsrekkeverdier for S(t) avgj¢re 

realismen, samt muliggj¢re estimeringen av k, m, f. (Jeg gar da 

ut fra at I(t) er en ikke-observerbar stokastisk variabel.) 

Legg for¢vrig merke til at hvis variansen u 2 for I(t) er 

ukjent, og det vil den naturligvis va;re, sa vil barP estimeringen 

av m/ cr, f I a, kl a va;re mulig, dvs. parametrene m, f, k, a kan 

ikke identifiseres utfra fordelingen for observasjonene~ For A 

illustrere at denne mangel pa identifiserbarhet ofte gar dypere, 

la meg se pa en elektrisk svingekrets bestAende av induksjonsspole, 

kondensator og motstand. 

K(t) 

Vi tenker oss at det er en viss str¢m-lekasje i isolasjonen mellom 

platene i kondensatoren c, symbolisert ved en paraJlelkoblet 

ledning med mctstand re. 
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I kretsen genePeres en varierende elektromotorisk kraft K(t) 

som gir en varierende ladning q ra kondensatoren. Anta f¢rst 

ingen lekasje. K(t) skal overvinne spenningen p.g.a. den ohmske 

motstand RI, den elektrostatiske spenning over kondensatoren Y/c 

og den selvinduserte motspenning dI 
~d' L 

over spolen, hvor I = .99. 
dt' 

dvs. 

dvs. 

ell er 

K(t) = RI -:- .9. + L9-~ 
c dt 

L~J;. + RdI + 1. I ::: KI 
dt 2 dt c 

som er helt analog til ligninger for svingende fj~r. Med en lekasje 

med motstand far vi pa den annen side 

2 
L d q + ( R + _ _.!:__) dq + cl+~) :: K 

2 eR dt e er .q 
dt e c 

eller 
2 

r_,.9_l + c R + -~'..-) ar + cl + ~) r = K 1 

dt 2 CKC dt c er c 

[Tre fundamentale lover lig~er til grunn: 1) Over en platekonden-

sator med to plater med ladning henholdsvis +q og -q coulomb er 

det en spenning pa U = q/c volt, nar kapasit8ten er c farad. 

c avlienge".' bal'."'e av kondensatorens fysiske utforming og er uavhengig 

av q. 2) Over en ledning med str¢mstyrke I er det en spenning 

RI, hvor R er den chmskc; inotst:c..;1d. 3) Over er snole selvindu-

v::: -~ dt som f¢lge av endringen i str¢0-

styrken I. L er en konstant som bare avhenger av spolens fysisk~: 

utformning. Dette er da de tre gu.r.nleggende strukturrelasjoner. 

- Det f qllger av 2) at q/ c = i r c hvor i er lekas j 2s·tr¢mmen, 

mens str¢mmen I over spole-mot0-Cc...;lde17 ma v~re lik summen av den 

str¢m som gar over kondensator2n og den som gAr som lekasje-str¢m, 

I . dn 1 
= i+a=t = r c 

q dq -·· +--c dt Innsettes dette 1_ 1'--,n f ¢!•ste ligningen 
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for K(t) som vi .sl:rev ned faes nestsiste ligningc J 
Elektroingeni0ren har sma vanskeligheter med parametrene 

L, c, R, re. Sa vic1t jeg vet er motstandere spoler og konden

satorer alminnelig ha:ndelsvare som er paf0rt parameterverdiene, 

dvs & de er malt med .st or n0yaktighet ved separate fors0k.. Han 

kan skifte dem ut og lett beregne virkningen. av slike utskift~ 

ninger.. Bade styringsproblemet og estimeringsproblemet er greit. 

La oss for a nsr:;rme c·ss en situasjon som vi ofte fin11.er 

utenfor den klassislrn fysikk, tenke oss at vi utelukkende var 

henvist til a observere I-s variasjon over tiden, gitt ved den 

siste ligning som vi syxev nedo K1 tenker vi oss er en ikke 

observerbar .stokasti.3k variabel som er nrer opp til st0y .. Vi vil da 

f inne cst2._:'12_torer for 

L R L 1 R 

' 
+ c---. ' c + c·-,., j_c J_ c 

relativt til standardavviket CJ for K' (t), men herav ikke 

estimatorer for R, c:J r o I tillegg til den store usikkerhet c 

ved estimeringen far man et identifikasjonsproblem. L/CJ ka:r1 

studeres, men ka1Jasiteten og ds forskjellige Ohmske motstandere 

er 11 konfundert 11 , selv relativt til CJ" Men det er alts8_ i 

0konomi, industriell produksjonsprosesser, geofysikk etc,, at 

man vel ofte vil lnmne sta overfor denslags problemer .. 

Situasjonen ved tidsrekkeanalyse er altsa f0lgende, 

1. Svingef e:c101i1ener i tidsrekk:ene finner man pa maD_ge om-

rader utenfor de klassisk-fysiskeG Strukturen i tidsreld~en kan 

i noen situasjoner beskrives ved en linerer differential ligningo 

Det er derfor verdt a beskjeftige seg med det.. Det er viki;;:iJg for 

a oppna effel-rtive ostimeringer og f0lE'0mme analysemetodero 
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Men det vil ofte v<:Bre slik at 

2a Impulset, dvse h0yreleddet i ligningen vil VCBre ikke 

observerbar, vi vil oppfatte den som stokastisk og nCBr opptil 

autouavhengige eller auto ukorrelert., 

20 Koeffisientene i diff erentialligningen kan ikke males 

med stor :<10yaktighet ved sepa:r.-ate eksperimenter, de ma estimeres 

utfra sel ve tidsreld;:ei1., 

4c Disse koeffisienter kan vrere funksjoner av visse 

bakenforliggende stru.kturelle parametre som kan bru...kes til a 
styre prosessen eller dr0fte muliglrnter for prosessens fremti·-

dige forl0p. Ofte vil disse parametre ikke vrere identifiserbarei 

dvs. de kan ikke bestefilJJJ.es entydig utfra ligningens koeffisienter. 

Disse omstendighetene gj0r ofte den statistiske behandling, 

dvs. estimeringen og analysen, til et meget vanskelig problem. 

Vi skal komme tilbake til det. 

Men f0rst skal vi si noe om det maternatiske verkt0y som 

brukes ved studiet av svingefenomenero 

II. SPEKTRU1'1 OG AU..COKOVARIANS .. 

La Y(1),Y(2),cg•,Y(T) VCBre en tidsrekke av observasjoner. 

For a m1ders0ke om p grovt regnet kan ansees som en periodi--

sitet for tidsrekkei1 la oes sammenligne den med en fm1ksjon 

sin(At+c_p) == sin( 2rr t + c+>) 
p 

som har p som periode. 



/ 
/ 

\. 

/ 
/ 

/ sin 

Vi forslr-yver sinus:f.\.mk.sjonen, d"'ISo varierer i:p slik at den 

samvarierer best mulig med Y(t), malt ved korrelasjonen eller 

kovariansen 

T 
~ L:(Y(t) - Y)(sinO.t + cp) - SID-(1,t+c;fi)"T = 

t ='1 
T 

= ~ ?:: ( Y ( t ) - Y) sin ( A. t + c~ ) 
~ t=/l 

/I 

---'- K( Cf>) T 

verdi, finner vi C:.a 

- ? - 2 1 = [ ( L: ( Y ( t ) -· Y) cc " At )- + ( Z ( Y ( t ) .... Y) sin A. t ) ] 2 

Ved a stud ere 

som funksjon av p kan man fa et inntrykk: c..v hvilkt:. perjoaiske 

ko:mponenter som Y( t) grov~ regn2t er SRJIJrlJ.Ansatt av o Med en 
"\ 

periode av lengde vil det vcerc: 
.~ 

perioder pr., "J°"'p=2r-r 



- 12 -

tidsenhet 

( 2 Q('')2 :: T II.) ; 
2n 
p == 2n\l 

som fun_ksjon av p kalles 12~riode_gr.ammct, som funksjon av \I 

kalles det spektret.. Ofte er det for0vrig 

som kalles det e:ci_-_piriske spektrum (fordi det l1ar vis.se egenskaper 

som estimator) .. I'Iarkerte perioder p i tidsrekken slar ut med 
2 ? 2 R (;::lI.) eller I (~) 

p T p " 
en h0y verdi av 

En annen mate a studere f orekomsten av perioden i tidsrekken 

pa er a studere autokova:r=!:aI1_._~ 

som funksjon av p. Den gir uttrykk for korrelasjoner mellom 

Y-verdier i en tic1savstand p fra hverandre .. 

stor nar p er en periode i tidsrekk:en. 

c er apenbart 
p 

En enkel manipulasjon gir f0lgende algebraiske sammeri....heng 

mellom periodogr&:Gl og autokovarians 

hvor vi setter C ::::: C nEtr p < O .. 
p -·P 

til 

Hvis vi multiplisore:.: m3d cos A.k og integrerer fra -n 

rr finner vi 
' 

TT 
4 11 1 1 1 2 
T(1 - ~h)cJ-,: == 11 J cos A.kR (A.)dA. 

-TI 

Det er derfor en en-entydig sammenheng mellom autokovarians og 



periodogram, f orsavidt kunne man glemme det ene og konsentrere 

seg om det a~dre~ Det har imidlertid vist seg bekvemt a operere 

med begge k<:u'akteristikker., Nen de er apenbart rent deskriptive .. 

IIIo STASJONAIBE PROSESSER. 

For a kunne arbeide rasjonelt med metodeproblemene ved esti-

meringer og statistiske analyser, trenger man en modello I f0rste 

omgang oppfatter man da observasjonene Y(1),e@o,Y(T) som et 

utsni tt av en tidsfunksjon Y( t) med et ell er annet domene for t" 

Et rom av funksjons former Y = [Y(t)}t er definert. Man tar 

utgangspunkt i at for alle n,t1 ,a0qtn,y1 ,oeoYn har utsagnet 
D .n1 ( Y Ct . ) < y . ) en sannsynlighet. Et sa:nnsynlighet smal P er 

J= J - J 

dermed definert over den minste sigma algebra over disse utsagn .. 

Funksjonene Y(t) = Y(t;Y) er dermed malbare og vi kan definere 

f orventninger og autokovarians 

fl ( t ) = EY ( t ) = J Y ( t ; Y) dP , a(t,s) = l(Y(t;Y)-n(t)(Y(s;Y)-n(s)dP 
J 

safremt integralene er endeligeD Som tidligere nevnt sier vi at 

prosessen Y er .stasjonrer hvis utsagnene 

n n 
n (Y( t . ) < y . ) 

j=1 J - J 
og n (Y(t.+t)<y.) 

j=1 J - J 

samme sannsynlighetsfordelingo Stasjo:nreritet innebrerer altsa at 

det bare er den innbyrdes konstellasjon mellom t 1 , ...... ,t11 som 

spiller rolle, ikke deres plassering pa tidsaksen. Det er ingen 
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historiske begivenb.eter~ Apenbart inx1ebcerer stasjonreritet at; 

11(t) == n er uavhengit; av t og at o(t.s) = u( ' . ) kun avhenger 

av I t-s I , og natu1:ligvis ~ra.,.., Y - ,..,,ro·) 
\j ..L ""-t - v \, ,I 6 Nar disse egenskaper er 

oppfyl t, snakke::c man om 11 annenordens stasjonreritet 11 ., 

De har som umiddelbar konsekven,s Ht a(k) er en positiv 

semiclefinit fur.1..ks,joD av Hvis na domene f'or t, og dermed 

for k, er de hele tall s~ medf0rte dette (HGrglotz) 

at det eksisterer en ikke avtagende F( A.)_:: 0 ~ kontinuerlig fra 

h0yre F(TI)= cr(O), F(--n-0) = O, slik at 

TI 

o (k) = f cos A.k dF(A.) 
J 

-TI-

a 
Ved en Fourier utvikling av F(!i.) (samt 2%0-+n)) finner vi 

Det kan na vises at det kumulert av det tidligere omtal te e:mpiriske 

spektrum IT(A.) er en asymptotisk forventningsrett estimator 

for F(A.) (i k:ontim,:itetspunktene) 

1_(1-,cO 
-TT 

Dessuten 

lim E ck = a ( k) .. 

Dette rettferdif~gj0r ::a.rak:teriseringen a-.._r prosessen ved hjelp av 

prosessens spektro.ra F( A.) og autokovarians., 

Nar doIBene for tiden t er hele den reelle ta.11-linj<.::; og 

c(k) er kontinue:rlig, er spektret F(A.) definert ved 
:c 

o(k) =; eiki\dF(A.) 
J _ :;o 



i samsvar med Bochner KJ.1.intchins som sikrer at an slik F(A.) 

eksisterer siden o(k) er positiv semidefinit~ 

I konkrete situasjoner vil modellen bak den observerte tids-

rekke vanligvis vrere spesifisert ved noe mer enn stasjonreritets-

egenskapen, f eeks,. ved de differentialligninger som jeg innled-

ningsvis omtalte~ 

Man. kan na avlede autokovariansfunksjonene og spektrene av 

modellforutsetningene, i mange tilfeller eksplisit med relativt 

enkle analytiske uttrykko Har man en samling av dem, kan mru1 

konf'rontere dem med de tilsvarende empiriske flil1ksjoner, altsa 

autokovaria:aser og spektrer med sikte pa a pluJ:r,]{e ut en brukbar 

modell. Slike rnodelldiskusjoner vil selvf0lgelig i h0y grad 

hvile pa a priori overveielsero Som pa sa mange andre omrader 

av statistikken er det lite utviklet teori for denslags modell-

disknsjoner., 

La meg na et 0yeblikk vende tilbake til de diff erentiallig-

ninger scrn jeg omtalte innledningsvis~ Det kan vises at slike 

linerere diff erentialligninger med konstante koeffisienter og 

stasjonrere h0yre-sider K(t), eller mer generelt 

har en entydig 10sning safre::at &lle r0ttene i den tilordnede 

algebraiske ligning har realdeler -ft 0.. I sa fall kan 10sningen 

gis som e~ filterop2rasjon $ pa K, 

+ -::0 
r 

Y(t) = : ¢(t-1)K(T)dr 
" 

hvor integralet eksisterer i kvadratisk middel og * er bestemt 
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av ~ 1 ,~oo'Sp alene. Na er det apenbart meningsl0st a la Y(t) 

pa tidspunktet t vrere avhengig av de fremtidige impulser 

K( -r) ; -r > t ; Y( t) kan ikke vrere bestemt av hvilke ytre pavirk-

ninger Som Vil opptre i fremtideno Derf or ma vi ha 

t 
Y(t) = J t(t-r)K(T)dT 

_co 

dvs.. *(s) = 0 for s < OG N0dvendig og tilstrekkelig betingelse 

for det viser seg a vcere at realdelen av alle r0ttene i den til-

ordnede algebraiske ligning er < 0 .. 

Det var den finske aktuar Karhunen, en elev av Cramer, som 

f0rst klarla disse forhold i et arbeide fra 19460 La meg i den 

forbindelse komme med noan historiske bemerkninger. Klarleggingen 

av begrepet stasjonrer prosess sk:yldes sa vidt jeg vet Khintchine 

fra 1934.. Han utvik:let 0gsa de grunnleggende sam:menhenger mellom 

autokorrelasjon og spektrumc Det var klassisk matematisk analyse, 

velkjent er Bocbner-Khintchine's setning= I 1942 kom Cramer 1 s 

resultat som gilds: ut pa at en annen ordens stasjonrer process 

Y(t) (med EY(t) = 0) kunne fremstilles pa formen 

+ c.:o 
r itA. Y(t) = J e dC(A.) 

-CO 

hvor 'O.) opptil en addi ti v konstant er entydig bestemt ved at 

til vekstene ~ (;\) - C (}, 1 ) cg C ( x.) - C ( K 1 ) over ikke overlappende 

intervaller (A.',\), (x' ,1'(.) er ukorrelerteo Integralet skal oppfattes 

som grense i kvadratisk middel for en Riemann-Stieltje-suma Med 

t;(-oo) = O, har vi 



hvor /..) er tidligere omtalte ktD.nulerte spektrum., Datte 

resultat er epokegj0rende fordi dat beskjeftiger seg med selve 

~~.gip~l~t~:~!1:. Y(t;) \ ikk'? matematiske karakteriseringer av for-

delingene for Y(t)., Det kaster prinsipielt lys over begrepet 

tilfeldighet.. Det bekrefter det som vi vel alle intuitivt feiler 

at tilfeldighet innebcerer, at det er noe ved prosessen som opp-

trer uavhengig., Let er ogsa v-iktig for operatorformal, omtrent 

sorn en genererende fl.mksj0n, Fourier-transform eller Laplace-~ 

transform., .Saledes !)yggor Karhune:;..1.: s utledning pa CraJner' s 

resultat .. 

Det statistiske innl:old av C.r·amer' s resultat er naturligvis 

hovedsalrnno Det er imidlertid interessant a merke seg at det; 

matematiske innhold er et spesialtilfelle av et resultat i funk-· 

sjonalanalyson som ve::r: fun:iet av Stone allerede i "1932, men som 

Cramer ikke kjente i "19420 

Siden d2t er sa mange renrkatematikere ::L denne forsamling, 

m1tar jeg 8.G det kan. vrere av interesse a 89 S8JffiD8r.Jlengen" Av 

hensyn til d8m som, i likhet med meg, ikke til daglig arbeider 

med funksjonalanalytisko proble:r:i.er~ la meg f0rst rekapitulere 

noen elementrere tingo For visse typer av matriser A er det slik 

at det eksisterer en w.atrise C slik at 

og herav CA t c-1 = A .. c 

hvor A er en diagonal matrise med egenverdiene for A som 

diagonalelementer., La LI, ••• , /.r vrere de r forskjellige egen

verdier r.:;, p ~ hvis A er p x p. Vi kan da skri ve 

og hvor alle: p 
J 

!\. = I: » . P . , hvor I: P . = I 
J J J 

og 0 i diagonalene pa en 
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ikke overlappende mate~ Herav far en vilkarlig kolonne x 

CAx = l:A.P.Cx., 
J J 

Altsa: etter skifte av koordinatsystem er Ax en line02rkombina-

sjon projeksjonen~ av x pa et fullstendig system av ortogonale 

plan. Oppfatter vi na A som en transformasjon som har matrisene 

A eller CA som forskjellige fremstillingsformer, og x som en 

vektor med kolonnematrisene x og C x som forskjellige fremstil-

lingsform.er, kan vi skrive 

Ax t :EA.,P.x.Ax= 
J J , 

t 
I:A.P.x" 

J J 

Lar vi spesielt A vcere en ortogonal, eller om man for bekvem-

hets skyld opererer i det komplekse plan, en unite.er transforma-

sjon A = U, vet vi at alle egenverdier ligger pa enhetssirkelen 

og vi kan skrive ei1'-j 

hvor 

istedenfor A .. dvs@ 
J' 

I" ii\.t 
L: e J P. 

j=1 J 

P.P. = 0 , i /:. j 
1 J 

Mer generelt i et Hilbertrom har vi 

+TI 

Ut r i>..t dE = je A. 
-TI 

hvor u er uni teer, a.vs. dens ad,jungerte u* 

verse u* = u-1 og al le EA er projeksjoner, 

verdie-r 0 ell er 1 ' og slik at 

er lik dens in-

dvs .. har egen-

A.>µ>v. 
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Det adjungerte ,,{J~* av en transformasjon A er definert vec1 at 

(Ax.,y) = (x,A*y), med (x,y) som indre produkto Dette svarer 

til transponering i tilf elle med reelle m.atriser og da svarer U 

en ortogonal matriseo (Erstatt (Ax,y) 

med y 1 Ax, osv") 

Navel, dette regnes i dag som et klassisk og sentralt resul~ 

tat i funksjonalanalyseno S~'s resultat gar na ut pa f0lgende@ 

La Ut, t vilkarlig reell, vrere en parametrisk gruppe av unitcere 

trans.form.asjoner slik at 

slik at altsa Da har vi at det eksisterer en 

spektralfamilie (E1~) _.., < A. < :.o slik at 

'X 

f itA ut = j e dE:i._ 
_;o 

hvor 

1) E -..)- = 0 _v E:o = I , 

2) (E_ -E )E = 0 • 
'A µ·V ' 

En .forutsetning ru.&"l g,j0r er f@eks. at (Utx,y) er en konti

nuerlig fur1ksjon av t .. .Meningen med integralet fremgar ved a 

se pa det inc1re prodtfr.:t, 

+OC 
r "tA. (Utx,y) = j e1 d(EA.x,y) 

_cc 

hvor (EA.x,y) nu er en kompleks funksjon og integralet er 

Lebesgue-Stiel t j e.sk .. 

Anvendbarhet;en av dette resul tat er omfattende etter hva jeg 
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har forstatt.. Jeg skal se pa hvorledes det kan brukes i forbin

delse med stasjoncere prosesser" La y == [Y(c) L hvor na Y( t) 
v 

kan vrere kompleks,, Hver funksjonsverdi Y(t) er trivielt en 

malbar funksjon av y 

Y(t) = Y(t;Y) 

Vi betrakter mengden av alle slike funksjoner av Y, og utvider 
m 

den til a omfatte alle linererkombinasjoner z(Y) = ~ a.~(t.,Y) 
j::1 J J 

og kompleterer den ved a mec.ta al le grenser for Cauchy-sek:venser 

av slike linererkombinasjonerG Med et indreprodukt 

( z, w) = E~~ (Y)w(fj 

har vi et Hilbertrom= Spesielt blir altsa 

(Y(t),Y(s)) = EY(t)"f'(S') 

autokovariansen 1 somvi altsa forutsetter kun avhenger av t-sc 

Vi definerer na for enhver reell h transf ormasjon Uh ved 

med utvidelse til en vilkarlig z~ Det er apenbart av stasjonre

ritetsegenskapen at Uh er isometrisk, dVSo den bevarer det 

indre produkto Men den er til og med unitrer 1 fordi 

(UhY(t),Y(s)) = EUhY(t)YTsJ = EY(t+h)Y(s) = EY(t)Y(s-h) 

ved stasjonreritetsegenskapeno Pa den annen side er 

* ~~ 
(UhY(t),Y(s)) = (Y(t), UhY(s)) ~ EY(t)U Y(s) 

ved definisjonsegenskapen ved adjungeringc 
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Herav finner vi da 

dvs .. 

altsa Altsa kan vi bruke Stone's resultat spesielt 

pa Y(O) 
+OC +CXJ 

Y(t) = UtY(O) = J eitk dEAYO = J eitxd,(X) 
_co 

(E,-E )E = 0 
/'I. µ. \) 

hvor vi har inn.f 0rt 

() .. >p>v) 

altsa er C en prosess med ukorrelerte tilvekster og vi er til-

bake til Cramer's resultato 

La meg na vende tilbake til et problem jeg nevnte tidligere om 

impulset som en uavhengig prosess i tilfellet med kontinuerlig tide 

En mulighet er at 9.. utgangspunkt i Wienerprosessen W(t) som er 

en slags kontinuerlig versjon av tilfeldig gango Deru~e prosess 

har en lang og problemfylt historieo Prosessen ma vel tilskrives 

Einsteino Hans hypotese om de Brownske molekylc:ere bevegelser gikk 

ut pa at variansen for W(t) matte vrere 2 ta o Dette gjorde en 
ning av Avogadro 1 s tall muliga 
n0yaktigere bereg~/ Det ble dossuten forlangt at den skulle vrere 

kontinuerlie:; med uavhengige tilvekster,. Mange strevet med a 

gjennomskue konsek:vensene av disse forutsetninger, Wiener, Gnedenko, 

Doobo Det lyktes tilslutt a bevise at disse forutsetninger matte 

medf0re at prosessen var normal, dvs. Gaussisk, noe som alle f0lte 

matte Vffire riktig.. Resultatet ::>~lrltes formodentlig a.re.erikaneren 

Donskerc 



- 22 -

Av at W(t) - W(s) og W(s); t > s; er uavhengige, f0lger 

at W(t) = W(t)-W(s)) +W(s) og W(s) har kovarians 

cov(W(t),W(s)) 2 ~ ~ = SCJ ; '"G ::::_ S,, Vi k:unne na velge K(t) = W(t) - W(t~d), 

men den brutte overgang fra avhengighet til uavhengighet er litt 

kunstig. Setter man istedet 

far man for t > s 

cov(K(t),K(s)) -sls-tl 2 ::;:; e I '(j 

Her er det et markert fall fra s = t til s fo tG Dessuten er 

Fourier-transformen = spektraltettheten lik 

som for stor ~ er nesten flat som ved en uavhengig prosesse 

For de spesifike modeller som jeg hittil har omtalt er det 

sa vidt jeg vet, lite utviklet av statistisk inferens teori, dvs. 

man har ikke utviklet noen estimeringsteori eller statistisk ana-

lyseteori for a konfrontere modellene med f aktiske observasjoner 

la oss si y ( t 1 ) ' • " ., ' y ( tN) 

Men de tilsvarende diskrete modeller har vrert gjenstand for 

stor oppmerksomhet i de siste 10 ar, det er de modeller som frem

kommer hvis man tenker seg at prosessen (Y(t)1 er definert 

med t heltallig c;g slik at man i de nevnte differentialligninger 

erstatter Y'(t) med Y(t)-Y(t-1), Y11 (t) med Y(t)-2Y(t-1)+Y(t) 

osvo Da fremkommer en differensligning av typen 
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hvor K(t) er stasjoncero Det kan vt,ses at dSIL"le ligning har en 

entydig, stasjoncer 10sning hvis ingen av r0ttene i den tilordnede 

algeb~'.'aiske ligning '1 = cv1 fl + " • ., + cppf)p ligger pa enhetssirkeleno 

Denne betingelse er ogsa 110dvendig SEtfremt spektret for K( t) er 

absolutt kontinuerlig,, L0sningen skrives :pa . .fo:rmen 

Y(t) = Z ~(j)w(t-j) 
j =-·co 

hvor ljr(t) er bestemt av strukturen, dvso e;;1 ;aoo,cp " Som nevnt, p 

er det meningsl0st a la Y(t) vcere avhengig av de fremtidige im-

pulser, derfor ma vi ha 

t 
Y(t) = E K(j)~(t-j). 

j =- :;o 

Det:e vil v~re tilfelle hvis og bare hvio. alle r0ttene ligger 

utenfor enhetssirkelenc Det er to spesielle forutsatninger om 

K( t) som har vcert gjensi;and for b·::;handlinf:i; fra et inferens 

s;ynspmJl-(t ,, Det ene er t:Llf ell et hvor K( t )-ene er uavhengig ~ Da 
en .AR-process 
kalles Y·( t) / det annet er tilf ell et hvor K( t) er et glidende 

g,jennoms::iitt (moving average), dvs. = V(t) + e 1V(t~1) + .... ., + BgV(t-q) 

hvor V(t)-ene er uavhengige stasjonrere. Da kalles y(t) en 

.ARNA-process~ (i begge tilfeller er spektret absolutt kontinuerlig). 

IT" STATISTISKE Ift::TODERo 

Iv D l"l . , 
-~~ .. -!=reui rn,1one~., 

De statistiske anvenJelser bygge:c na pa 2.t det i modellen 

er innebygget en iUu1A-prosess 

En populcer brulc av ARMA prosessen er for rent prediksjons--

formalo JV.Ian antar at enten Yt selv eller d = 1,2 
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Y+- - 2Yt ..., + Y.._) 
u - I !; 

f 0lge:r.> en stasjonar.r ARMA 

prosess., Man antar at prosessen 10per f'ritt uten inngripen og 

uten strukturelle endringer.. Man har observert et utsnitt av den 

og emsker a prediktere Yt-th .? h > C ; vea. hjelp av en prediktor 

XI1(h) som er en f\.mlrnjon av Y1 , o o o YT" Prediktoren finner vi 

ved a mini.mere E(YT+h - YT (h) ) 2 ~ Med d ::: 0? f ~ eks a finner vi 

da rekursivt 

UsikkeJ..'heten ved denne estimeringen for gi tte 

lett unders0kes? mmJ.. i tillegg kommer estimeringen av cp1 , "'" .. ~crp 

pa grunnlag av som resulterer i e~ usikkerhet so:m ma 
studeres o Dens1a3;.s predD;:t·:::ringer for kcrte ~9erioder fremover 

har gi tt en de1 gode resultate:".'., l."Ien det er 1dart at anvendelses-

mulighetene for en slik prediksjonsteori er relativt begrenset .. 

Langt interesf:,:J.nterG er de statistiske an3.lyseI' av tidsrel<...kene 

som na er i ferd med ~\ kom.lP..e, men hvor mange pro bl.em.er enna star 

ulernt.. Slike aw=i_l;rser kan bel;7se hvorledes forskjellige fal-ctorer 

kan imi:irirke pa pro,:::;c:;ssen; og dermed bringe pa det rene viktige 

strukturell.e sa.rm1i.eDhenger 2,v interesse for f'remtidige disposi-

sjoner .. 

Vi ko.n tenke pa industrielle produksjonsprosesser 

hvor det tilf0res rastoffer.. Rastoffenes kvalitet: og blandings--

forhold er kansl,-:je ikke under fullstendig kontroll eller kan iY-Jrn 
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observeres direkte, men vi vet at det er en treg forandring over 

tiden,. Det f0rer ·til en treg endring ogsa av det ferdige produkt .. 

Samtidig er det faktorer som innvirker pa prosessen som mai'l kan 

observere eller har lrnntroll overg Man 0nsker Et studere disse 

faktorers virlming" Vi kan tenke pa smel teverk, valseverk ell er 

cellulose-produksjon.. - Men det beh0ver ikke n0dvendigvis vcere 

industrielle preduksjonsprosessero Det kan vrere en demografisk-

medisin.sk studie av f::ekvensen av visse sykdommer og hvorledes 

disse pE'..i.virkes av milj!!."Jmessie;e forhold" Inf eksJ· onssvkdomfiler e ..... _. l·o 
~ <._, 

sa apenbart autoregressive. Det kan vrere luftforurensning og 

hvorledes denne p~J.virkes av fyringsoljen i de private hjem og i 

visse n0kkelbedrifter i omradet; samt av vxret. 

Vi har altsa en prosess Y(t) som gjennomgar trege endringer 

pa grunn av innvirkningen fra visse ikke-cbserverbare faktorer, 

derf'Jr an tar vi en AP.NA prosess.. Dessuten he.r vi visr.;;e observer-

bare f aktorer z1 ( t) ~., .... zq ( t) som pavirker Y( t), ill.en ikkc pa

virkes av Y(t)., Vi velger derfor modellen 

+ v ( t ) + e 1 v ( t-1 ) + a • " + e v ( t .. q) ' q 

hvor [V(t)} er en uavhengig prosess med 

Vi· 81ltar allE; (' \ "1 k t k t" 1 -.!. zj ·c; J..x:~e-s o._as is:eeo 

For a gj0re det Jdart hvorledes z .( t) 
J 

ningen, la ooc< ._,,_, tenke oss CJ.JG de g f0i·ste z j 

EV(t) = O, 2 var V(t) =a .. 

gir uttrykk for virk-

gir uttr;yJrJ:::: for virk--

ningen av temperaturen., Vi har g kontrollerbare temperatur~ 

nivaer 

z.(t) = 1 
]_ 

valsemassen i et valseverko Vi lar 

hvis tertrnera.turen er 
~L 

S., ellers 
l 

Da er altsa virk-
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ningen pa Y, alt ettersom tem.pera_turen er 

Hvilken temperatu:r er best'? Hvis Y gir uttrykk for kvalitet 

er vi al tsa interessert i a kom.m.e med utsagn om hvilke tempera,-

turer som gir bedJ:e resultat enn andre i den utstrekcling slike 

utsagn er mulig med den usikkerhet og det begrensede observasjons-

materiale som er tilstede~ Konklusjonen kan f oeks .. ha. formen av 

a si at S,.., 
/ 

t:;J_r bedre result at enn de andre temperaturer, 

men man t0r ikke irmlate seg pa en innbyrdes rangering air s5,s6 ,,s7 0 

Hovedpoenget er at ma_n er interessert i nm linec-:erformen y i - y j 

er > 0.. Er man interessert i om det er en opptrappet virkning 

av temperatur0kning, vil man vcere in-Ceressert i om y. - 2y .. _,., + Y. 2 > 0, 
l l-t- I l+ 

safremt s. ~ene Gl' el;:vidista:ntec Ved siden av temperaturer,!_ lnm 
l 

man vaere interess(3rt i en ari __ nen f aktor, f o eks a justering av valsene 

i h posisjoner P-1,.,"., ,Ph Q La oss c1a for bekvemhets sk",fld bruke 

doble fotskrifter, alts~ skrive y .. z .. (t)Q 
lJ lJ 

hvis temperaturen er ('I o. 
l 

og valseposisjonen 

La z. . ( t) vcere 1 
l,J 

P., ellers 
J 

0,, 

y. . gir uttry1'~ f oc bi drag til l0rali tet ved kombinasjonen (Si ,P 1 ) o 

lJ u 

Ma..'1 kan na ved sic1en av egenvirkrlingene av temperatur S og 

:posisjon P vc:ere interessert i sci_raspillet mellom temperatur og 

posisjon. Hvis poBisjon er gunstigere enn 

for alle Si, vil a.a c1erme tendens gj0rc seg sterkere g,jeldende 

ved lavere enn V3d h:·!yere ternperatur? Er f Qekso Y12 ·- Y-1-1 > Y22 - Y21? 

f·lan er intere;::;sert i utsag~ 8V typen Zf .. y .. > O .. 
J_J J..J 

Vi eJ::' rett og 

Slett interesse2t i ~l ,SG pa tallene for a finne ut 1108 interessant 

som vi t0r pasta er reell·:; ~Jirlmingero 

Vi vender tilba_ke til den generelle modell og er altsa inter~ 
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Jeg Vil na ga ut fra at vi har en ren .AR-process, dvs 0 

e1 = .. ., @ = eq = o .. 

Sp0rsmalet er na: Med de gitte observasjoner Y(1)~~ .... ,Y(T), 
r 

hvilke kontraster L: f. y. skal vi erklcere > O? Statistikerens 
i='l J. l 

oppgave er a utvikle en metode som for alle Y(1), ...... ,Y(T) peker 

ut de kontraster som vi t0r pasta er > Oo I"Ietoden ma vrere slik 

at det er liten sannsynlighet for a komme med gale utsagn og stor 

sannsynlighet for a komme med riktige utsagna Det f0rste in..~e-

brerer at 

Q =Pr[ U (Y(1),o.,o,Y(T)l det pastaes 
f:I:y.f.<o 

l l 

-, 

'Ev . f 1. > o) i 
. 1. ..i 

skal vcere liten, vi forlanger 

La oss se litt pa konstruksjonen av en mstode som er justert 

pa denne mateno 

Vi fim1er f0rst rninste kvadrater estimatorer 

A A 

cp'l ' 0 § • 'cpp ' y 1 ' e " ., ' y s ved a minimere 

T 
2.: [ y ( t ) - cp r] y ( t--1 ) - o o o - rp y ( t - p ) - y 1 Z 1 ( t ) " o G - y Z ( t ) J 2 

t=p+'l p s s 

mhp.. cp og Y~ Herav finnes ogsa en estimator 

1 ,r-y( · ) " Y(t ,,, ) = T- .. : '";; 1.., ~ ~ - cprl - I 
-J_J·-o t 

for u2 = varV(t).., For at ikke det hele skal bli for svevende, 

la oss si litt om den konkrete numeriske fremgangsmate.. Vi danner 

oss matrisen med elementer 

i,j = 1,2 000 s 
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og sa inverterer vi den., I1atrisen som bestar av de r f0rste 

rekker og kolonner i den inverterte matrise, betegner vi med mo 

Denne inverterer vi igjen til Det kan na vises at 

r 
A A -1 A2 

W == I: (y.-y. )(y .-y .)(m ) . . /a 
i,j=1 l l J J 1J 

as;yruptotisk kji~·kvadrat fordel t med r frihetsgrader nar T ... ::o"' 

(Visse forutsetninger om hvorledes zit oppf0rer seg nar t~ co 

ma gj0res) e Det betyr da at hvis W' er 1-€: fraktilen for denne 

fordeling, sa er Pr(W>w) = € 0 I det r-dimensionale rom for 

y 1 ~. Q 0 'yr ' la oss na se pa tangentplanene til den r-dimensjonale 

ellipsoide w<w., - Det viser seg da at disse plan er gitt ved 

r A ~ 
2:: f. ( y. -Y. ) = [ w 2:: f. f .m .. ]2 =; KI,.. 

• /I l l l . . 1 J l_J-
l= I l' J 

Na er det lett a .se at punktet ( y 1 , •• a 1 yr) ligger utenfor 

ellipsoiden hvis og bare l1vis det eksisterer et f slik at 

.,,, 

~ f. ( y . -Y . ) > Kf 
i:::'1 l l 1. 

I 
I 

''------

La oss na se p2, L:ontrastene Ef. y. Q 

l l 
Det er naturlig a se pa deres 

estimatorer I::f. y. 
l J_ 

og pasta a.t Ef -··,'· >O 
l l 

hvis <;" .p A 

l.;_J_.y. 
l l 

La oss s:pesielt velge Kf-ene som kritiske punkter ... 

Av hva vi har sagt f0lger at 

r " .... 
U ( E f. ( y . -y . ) > Kf) • 
f . -'! l l l 

J.= I 

er store 



Her av 
r 

Pr(U( E 
f i=1 
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Herav f0lge:c da spesielt at hvis z1(t), ...... ,zr(t) er uten 

noensomhelst virkning pa Y( t) ~ dvs.. y 1 = .. ,, & = yr = O, aa vil 

sjansen for 8. bega den bommert a pasta minst en liinteressant" 

kontrast vrere for enhver 2 
Y r+·1 ' "" " 'Yr' '+'-1 ' " 0 

"' 'q:.ip 'a " Nen vi 

er ikke interessert i en sakal t null-hypotese y "I = .... ., = yr = 0, 

vi er interessert i sjansen for a bega feil for en vilkarlig 
;:-:i 

Y,,, "=. , Yr, .. " e ~ y ~, o -·, cp,.,1 , "a .. , cp ., Na kan vi imidlertid bevise at 
I '"'° p 

sjansen for a bega en feil er h0yst e, asymptotisk .. 

For en vilkarlig (y1 , .. ., .. ,yr) har vi nemlig 

r A 

Q = Pr(beg~ en feil) =Pr( U ( 2: f.y. >K.i:-)) = 
. l l.- J.. f:L:f .y.<0 l=1 

l 1.-

r ,.,, r 
= Pr( U ( E f. ( y. -Y. ) + I: f · Y. > Kf)) < 

I:f · y. <O i=1 1 1 1 i=1 2 i - -
l i~ 

r " <Pr( U ( E f.(y.-y. )) 
l:f. ·, . <O i =1 1 1 1 

i 1i-

siden leddet I:f. y. i ulikheten er < 0., Men tar vi na unionen 
]_ l 

over alle f, fa:r vi naturligvis at det siste uttrykk er 

r A 

< Pr(U( E f.(y--y~)) = e 
f i=1 l 1. ..L. 

slik at vi har bevist at Q = Pr(oega feil) _:: e .. 

IV c .. Pe:riodiske utvalgsunders0kelse£_ .. 

Vi nev11te tj_dligere at en stadig tilbaicevendende utvalgs-

telling er et eksempel pa en situasjon hvor stati.stilrnrne ikke 

effektivt tar hen.syn til den fakti.ske a priori innsikt ved kon-

stru.ksjon av den st;o.tistiske metode.. Slike utvalgstellinger ut-
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f0res av Statistisk Sentralbyra for re~istrering av husdyrhold 

osv. i landbruket~ for studium av antall som sysselsettes eller 

blir arbeidsledige osvo osva Meningsmalingsinstituttenes tmder-

s0kelse av pa::..."'ti tilh0righet er ogsa et eksempel., For illustra-

sjonens skyld, la oss se pa sistnevnte situasjon; uten at det 

som sies bokstavelig ma oppfattes som en anbefaling; til det 

trengs en grundigere utredningo 

La st beteg:ne antall heiyrestemmer pa tidspunktene t = '1,2, .,.,,n~ 

Det er altsa disse tall vi er interessert ie Pa tidspunktet t 

sp0rres et tilfeldig utvalg av stemmeberettigedeo Det relative 

antall h0yrefolk blcmt disse fin.nes cg multipliseres med antall 

stemmeberettigede i hele befolkningeno Derved frem.kommer et 

forel0pig estimat xt for st. 

Med gitte st kan san.nsynlighetsfordelingen for (X1 ,oo•,Xn) 

finnes.. X-ene vil vcere stokastisk mer eller mindre avhengige 

eller uavhengi:ge alt ettersom det foretas en hel ell er del vis ut-

skiftning fra utvalg til utvalgc Fordelingen for X,1,., .... ,Xn 

vil vi na oppfatte som en br,:;tinget fordeling gitt s1 ,,.o .. ,St, 

siden vi skal oppf atte St som stokastisko Apenbart er det 

en viss treghet i endringen i den sanne s~; mange h0yrefolk 
v 

er og forblir h0yrefolk.. Vi gar derfor ut fra at ~t - gt_1 

eller st - 2t;t-'1 + st_2 tilfredsstiller en Aill'IA proses.s som vi 

har beskrevet, med normalt fordelte impulser~ 

Lana v t vrere differensen mellom det estimerte og det 

sarme uobserverte st" Vi vet at ved moderat store utvalg kan Vt 

antas normalt fordelt for gitt st" Anta, litt forenklet~ at Vt 

og er uavhengigeo Numeriske studier med simulerte tall tyder 

pa at dette kan vcere en brukbRr tilnrermelse~ Dermed kruL den 



simul tane 

oss na se pa estimeringen av antall h0yrestemmer "" Y)a siste '=>n .!:' 

tidspunkt .. Det er na klart at hele tidsrekken 

~Zn __y_il belyse hvor sto:i;:__sn _er, Som· estimator for Sn 

vil vi med kjente cp,1 ,.,,,~,epp' e1 ,o""'eq bruke ~n = E(snlX1 , .... <',Xn), 

som kan finnes ut fra simultanfordelingen for cx,,,c""""'sn) .. 

" Na vil denne sn Vffire avhengig av parametrene 

som i virkeligheten er u.kjentee Disse kan imidlertid estimeres 

og in..risettes i r: som resulterer i en estimator ';)n' Estimer-

ingen av ~1'®00,eo foregar f.ekso ved a finne simultanfordelingen 
:J. 

for X1 ,@~o,Xn og sa finne sannsynlighetsmaksimerings-estimatorero 

Ut fra denne f ordelingen kan sa fordelingen for 
A 
A 

i:: finnes og ';)n 

brukes til a vurdere metodens usikkerhet~ Vel, sa enkelt kan 

metoden skisseres.. Den pra.ktiske gjennomf0ring vil vrere ganske 

.formidabel, men det; er ting det arbeides med i Statistisk Sentral-

byra .. 


