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I. Sammensatt Poisson-prosess.

I.1. Definisjon av prosessen.

Det hender at en begivenhet som tilfeldig inntreffer fra
tid til annen utlgser en verdi av en variabel stegrrelse. Sa-
ledes kan en bedriftsulykke medfgre et visst antall drepte. Et
produksjonsuhell kan medfgre tap av rastoff eller fast utstyr.
En forsikret ulykke (brann, biluhell, dedsfall, osv.) medfgrer

et krav overfor forsikringsselskapet,og erstatningens storrelse

avhenger av ulykkens omfang og hvor hgy forsikringssummen
(risikosummen) pd angjeldende polise er. Lignende situasjoner
har man visstnok ogsa i fysikken. Situasjoner av denne type kan
ofte beskrives ved en "sammensatt Poisson-prosess". Vi skal 1
kapitel I behandle slike prosesser generelt, men vi kommer til
a benytte uttrykkene krav og erstatning fra forsikringsvirk-
somheten.

For et vilk3rlig intervall (C,T +4T) pd tidsaksen la
A (T
vallet,og la t«z(ﬁ;i+ﬁ€) veere sannsynligheten for minst 2 krav

T

,L+0C) vere sannsynligheten for akkurat ett krav i inter-

i intervallet. Vi forutsetter at

Lim 2> Ay (0,T+47) =%
AT=0 =L : (1)

N

im — N\
,,]':-:[]27 AT, A

Det vil si at vi gjer de vanlige forutsetninger ved

Poisson-prosesser at sannsynligheten for ettkrav i intervallet



(€,2+40) er asymptotisk lik fﬁcﬁi, mens sannsynligheten for

mer enn ettkrav i intervallet er forsvinnende liten. Men vi

forutsetter at kravsintensiteten fﬁf kan avhenge av . , slik

som det faktisk vil vere i mange tilfeller. Vi antar at ?w,
er begrenset for 4 2 0.

Vi gjer ogsa den vanlige forutsetning fra Poisson-punkt-

prosesser om uavhengighet. La ({1,41); i=1,2y.0. veere vil-
karlige ikke-overlappende tidsintervaller. Da skal sekvensen av

begivenhetene

vere stokastisk uavhengige.

Nar krav er oppstatt pad tidspunktet . vil erstatningen
S(</) veere en viss sterrelse. (Den er vanligvis positiv, men
kan i visse tilfeller - ved f.eks. livrenteforsikringer - vere
negativ.) Vi forutsetter at S(«) har en kumulativ sannsynlig-

hetsfunksjon F(y) som er uavhengig av® . F kalles er-

statningsfordelingen. F(y) er altsd den betingede sannsynlig-

het for begivenheten S(7) E y gitt at krav er oppstdtt i tids-
intervallet (0, T+&7). Vi forutsetter at S(C) er uavhengig

av hva som er inntruffet tidligere med hensyn til krav.

Ovenstaende definerer var modell. Vi skal foreta en for-

enkling av modellen idet vi innferer effektiv tid t istedenfor

kalendertid T, ved transformasjonen



Dette innebzrer at vi lar "tiden lgpe fortere" nar det
er stor kravintensitet. Hvis det i en bedrift som arbeider
degnet rundt er dobbelt sa stor sjanse for bedriftsulykker om
natten som om dagen,settes €n natt-time lik to dagtimer. Det
innebsrer ogsa at hvis bedriften star stille en tid, regnes
denne tid ikke med. I et forsikringsselskap "gar tiden fortere"
nar selskapet har mange risikable poliser.

Av (2) felger na

9%91 = dt

Altsd er sannsynligheten for krav i et effektivt tidsintervall
(t,t+dt) 1lik dt. Etter innfering av effektiv tid er krav-
iqﬁensiteten konstant lik 1. Vi setter nd S({{) = Y(t), dvs.
Y(j?kvdv) = S(C). Det er &penbart at den kumulative sannsynlig-
he%sfunksjon for Y(t) er F(y).

For vilkarlig t 77 0 og At > 0 har vi nd ifplge vér

forutsetning om uavhengighet

pr[}ntet krav i (o,t+,gt§] = Prg}ntet krav i (O,t)l.

—

PriIntet krav i (t,t+at)].

-

Setter vi na Pr[?ntet krav i (O,t)] = Q(t), har vi altsa
asymptotisk for smd At, Q(t+at) = Q(t)(1-At), dvs.
Q'(t) = -Q(t). Herav

idet Q(0) = 1. La T vere tidspunktet for forste krav (etter

O-punktet). Da har vi



> /
Prit LT L t+dﬂ1 = Pr[lntet krav i (Oyt)]'

_t.

-PriEtt krav i (t,t+dt)| = e ‘-dt

et er altsi sannsynlighetstettheten (frekvensfunksjonen) for

tidspunktet for fgrste krav,og dermed er e't 0gsa sannsynlig-

hetstettheten for avstanden mellom pa hverandre fglgende krav.

Gjennomsnittlig tidsavstand mellom to pa hverandre fplgende
krav blir ET = | te™*

o}
1lik forventet tidsavstand mellom kravene.

dt = 1. Var tids-"enhet" er altsa valgt

La nd gn(t) betegne sannsynlighetstettheten for tids-

punktet for n-te krav. Vi har da

t
gn(t) = g gn_T(t—v)e_Vdv (4)
0
mens 91(t) = ¢ Y. Herav finner vi lett ved induksjon
n-1
_t -t
gn(t) ~ (n-1)! € (5)

Hvis b(njt) betegner sannsynligheten for n krav i et
tidsintervall av lengde t (f.eks. (0,t)), finner vi lett
ved et enkelt sannsynlighetsteoretisk resonnement

t
b(nst) = i gn(v)e dv = =7 e (6)

J
o}

4
[}
ct+
I
<

-
Her er gn(v)dv = Pr|n-te krav i (vov+dv) | og e
e

Pr[intet krav i (v,t)J;

Ifplge (6) er altsd antall krav i et tidsintervall av lengde

t Poisson-fordelt med parameter t. Forventet antall krav i




T

et tidsintervall av lengde t blir /  nb(njt) = t; hvilket
n=0
0ogsa er en direkte fglge av vart valg av enhet.

Anta at var "bestand" er heterogen slik at vi kan inndele
den 1 R risikogrupper med kravintensiteter henholdsvis
}ig),..., }éﬁ), relativt til den opprinnelige kalendertid T ,
og med erstatningsfordelinger henholdsvis F(1)""’F(R)' Krav-
intensiteten )x-for hele bestanden finnes av

1-Ad5 = IBW (1-f£i)do)
,',t' v l:|1 f‘r’&

og herav faes
= 5 A
- = ix

Den betingede kumulative sannsynlighetsfunksjon for Y(t)

blir
L R .
F(y) = Belieav ROCE v)) o L= (g (y) (7)
& Pr(Krav) A =1 e T

e

som er uavhengig av ‘U safremt forholdet mellom kravintensitet-

" ene i de forskjellige risikogrupper er uavhengig avT . I s3

fall kan altsd det heterogene tilfelle tilbakefgres til det
homogene med en sammensatt Poisson-prosess som vi allerede har

beskrevet.



I,2. Samlet erstatning i et gitt intervall.

Betrakt igjen en observasjonsperiode av lengde t, f.eks.

tidsintervallet (0,t). La TysT «.,T. vare tidspunkter da

27° N
krav oppstar. Samlet erstatningsutbetaling i tidsintervallet

(0,t) er
N A
X(t) = z:,Y(Tj) (1)
J=1

Vi bemerker at bade antall ledd N og de enkelte ledd i
(1) er stokastiske variable. Det grafiske billede av X(t) vibd

vere omtrent slik:

X L

l
|
|
1
|
|
|
|
!
!
!
|
|
{
|

X(t) er prosessens sampelfunksjon. Vi skal finne sann-
synlighetsfordelingen for X(t) for en gitt t, dvs. vi er
interessert i & finne sannsynlighetsfordelingen for sampel-

funksjonens skjering med den loddrette linje L. Vi kaller den



kumulative sannsynlighetsfunksjon F(x,t),

F(x,t) = Pr|x(t) £ x

| I

Bemerk at sannsynlighetsfordelingen for N er gitt ved
(6) og at felgelig sannsynligheten for at sampelfunksjonen skal

ha et endelig antall "hopp" (diskontinuitetspunkter) i et

. L
intervall av lengde t er /__ T € =1.

n=0
La oss ferst finne den betingede fordeling Fn(x) for

X(t) gitt N = n. For gitt n er leddene i

uavhengige, 1ifglge forutsetningene. Vi har derfor ved et enkelt

sannsynlighetsteoretisk resonnement™ (konvolusjonsformelen)

*)
De som ikke kjenner til teorien for Lebesgue- eller

Stieltjes-integral kan oppfatte ﬁ ( )dF p& én av to miter:
a
1. Nar F er absolutt kontinuerlig med tilhgrende sannsynlig-

hetstetthet f, sett dF = fdx.

2. Nar F er diskret med positiv sannsynlighetsmasse for hel-

tallige verdier, sett _S ( )AdF = EL_ ( )fy, hvor f er den
a a{xsb
elementzre sannsynlighetsfunksjon. Legg merke til at gvre

grense b er med, mens nedre grense a ikke er med i1 summa-

sjonen. Hvis spesielt X antar verdiene O0,+1,+2,... 0g a og
b

b
b er hele tall, er altsa S'( JaF = > ( )f.
a x=a+1



Prix(t) L ng = n] = F (x) = an_1(x—y)dF(y) (2)

Hvis vi innfegrer funksjonen Fo(x) lik 0 nar x £ 0 og lik
1 nir x 2 O, samt setter F = F1, gjelder (2) for n =
1,2’.'.

Pa den annen side har vi

Herav

Prykx(t) £ x)N (N = ni} = %? e-tFn(x)

-

Altsa finner vi den viktige formel for den kumulative sannsyn-

lighetsfunksjon for samlet erstatningsutbetaling i tidsrommet t.

&
PrYX(t) L x] = F(x;t) = e ° Z@ =t F_(x) (3)
. n= °

Bemerk spesielt betydningen av det forste leddet e~ Fo(x).

Vi har ogsa

(3) og (3)" kan brukes til direkte beregning av F(x,t) sa-
fremt t ikke er for stor, idet i s& fall leddene i (3) raskt
blir neglisjable og vi bare trenger noen fa ledd. Koeffisientene
e_t %? kan enten beregnes rekursivt eller av Table 39 i

E.S. Pearson and H.O. Hartley: Biometrika Tables. Med 6 desi-

malers ngyaktighet trenges hpyst felgende antall ledd i (3):



t : 0.1 0.5 1.0 2.0 5.0 10.0 15.0

Antall ledd : 5 8 10 13 20 30 38

Det kan vere at vi trenger et mindre antall ledd enn dette

maksimum. Det avhenger av Fn(x).

Eksempel: Erstatningen er kji-kvadrat-fordelt med 4 fr.gr.,
dvs. dF = % X e 2.t =0.5. Vi skal beregne 1-F(x,t) for

x = 7. Vi ser at Fn er den kumulative kji-kvadrat fordeling,
med 4 n frihetsgrader. Vi finner ved bruk av Pearson and

Hartley tabeller (Table 7 & 39):

N %; et 1 - F,
0 0.606531 0.00000
1 0.303265 0.13589
2 0.075816 0.53663
3 0.012636 0.85761
4 0.001580 0.97326
5 0.000158 0.99669
6 0.000013 0.99971
7 0.000001 0.99998

Herav finner vi

1-F(x3t) = 0.09444.



Forventning og varians for de stokastiske variable N og

X(t) kan lett finnes uttrykt ved t og forventningen og
variansen for enkelterstatningen Y. La momentene for enkelt-

erstatningen Y vere
<
v
py = E%y dF (4)
Vi har altsd EY = p,, var Y = p,-p5. Videre

EN =t, wvar N = t (%)

Vi har na for de betingede forventninger

N] Np1

BN - ve ixm! e x| ]2 -

—

I\)"""’"

£y
E{X(
£y
E|X

—

!
J
= N var Y+N2p$ = Np,-Np+N°p?

Herav
Ex(t) = EE?X(t)gN] = ENp, = pyt (6)
EX(t)? = EE?X(t)Z‘NW = (p,-p?)EN+pZEN? =
> 2,2
= (p2 p1)t+p1(t+t ) = pyt+plt
Altsa
var X(t) = Pyt (7)
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For mange formdl vil vi ogsa komme til & f& bruk for den
momentgenererende funksjon for X(t).

La Z wvere en stokastisk variabel med kumulativ sann-
synlighetsfunksjon G(z). La videre s vare en kompleks
variabel. Da kalles

J(s) = 3 e?%4G(z) = Ee%®

-
den momentgenererende funksjon for Z. Vi har apenbart at
M (iv) =(F(v) er den karakteristiske funksjon for Z. Hvis ji
. J
eksisterer for reelle s rundt origo har vi ogsa EZ =)u(d)(0).

La na den momentgenererende funksjon for enkelterstatningen

Y vere:
o0
I
pl(s) = EeSY = i>esde(y) (8)
-0
Vi skal finne den momentgenererende funksjon Eesx(t) for
N
X(t) = Z:%Yj(Tj)' Siden leddene Yj(Tj) er uavhengige og
J:
identisk fordelte, har vi:
. g 1
— — L. P
Altsa oo
— n
E SX(t) - Ep(S)N - Z-— p(s)n '_:1_1 e—t
n:
dvs.
r g
Eesx(t) etip( )14 (9)
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Herav kunne (6) og (7) vert utledet ved & derivere m.h.p.
s og sette s = 0.

For kumulantene 4%\ for X(t) (se I.4.A) finner vi:
\/

J

X i
A (x(t)) = S— log Eesx(t)% = tp, (10)

Sh
J ds? s=0

mens de standardiserte kumulanter Xg er gitt ved

< 1 \"(3 p‘d
Xd_( —=) ¥, :_\}—'—\;'\b: 2935000
NPy 2-1 2
P2

Den eksakte formel (3) viser seg i mange tilfeller tung-
vint i bruk og fgrer med store verdier av t til omfattende
regninger.

Vi skal derfor utlede noen tilnzrmelsesformler. For det
forste skal vi approksimere fordelingen til X(t) med
Edgeworth rekke. La g og G vere den gaussiske tetthet og

det gaussiske integral:

2 2
y_ NN
g(V) = Fl“"‘- e 2 9 G(v) = TL”‘ \ e 2 dy
\ 2T 2T

jolx]

og la H(v); v = 1,2,... vare de Hermite-ske polynomer (se

I1.4.B). Spesielt trenger vi her
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H2(v) = v©-1
H3(v) = v3—3v2 = v(v2-3) (11)
H5(v) = v2-10vS+1s = v[y2(v2-10)+151

idet den siste form egner seg best ved numeriske regninger.
Vi finner na lett Edgeworth rekke for F(x;3t) (se
I.4.D (32) og (33)).

—

p s
Flxst) = 6(v) -—25(1)2 6(3) (v) + 24 6(4) (s
6p22 24py t (12)
2
p N
+ =21 6l6)(y)
72p2
eller
2
P p p
F(xjt) = G(v)-g(v)—35($)%H,(v) + —2 Hi(v) +723 51 He (V)| (13)
) P
6p22 24p2t 2
hvor
x-tp1
v = (14)
\ltp2

Tilnermelsen blir bedre jo steorre t er. En kortfattet
oversiktstabell over G(n)(x) for n = 0,1,2,3,4,5,6,7;
x = 0.0(0.1)4.0 finnes i Harald Cramer: Mathematical methods of
Statistics, Uppsala 1945, p.557. Ved neyaktigere beregninger bor
en benytte (13) idet en beregner H, av (11). For omfattende
tabelleringer med samme PssP3sP, 09 t vil det lgnne seg a

skrive ut hakeparentesen i (13) som et polynom og s8 omforme

dette tilsvarende de siste former i (11), altsd
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-

5 3 2 I i
a X +a x ta x“rasxta, ={%[aox2+aﬂ x+a22x+a3}x+a4

Eksempel: Hvis enkelterstatningen er kji-kvadratfordelt med P

frihetsgrader, har vi

s

[ e}
pls) = (1-25) %= 2 g(¢+2) ...J2+200-1)]5

Herav

Spesielt for

1-F = 1-G+g-{p.384900H2+o.277778H3+o.074074H5]
v = 1.443376, v = 2.083334

H2 = 1.083334, H3 = -1.323093, H5 = -2.15505

Av Pearson and Hartley Table 1 (Line®r interpolasjon gir
5 riktige desimaler),
G(v) = 0.925%4, g(v) = 0.14077

Herav 1-F(x,t) = 0.10401, mens det eksakte var 0.09444.

Anta na at vi kan inndele var bestand i R risikogrupper

med konstante kravsintensiteter henholdsvis ?j,fk2,...,:XR 09

med kumulative sannsynlighetsfunksjoner for enkelterstatningene
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henholdsvis F(1)"'°’F(R)' La de V-te momenter for erstat-
ningene vare APEEERFITE Som bemerket i I.1 representerer
dette ikke noen ny situasjon sammenlignet med den vi allerede
har behandlet. Det er imidlertid bekvemt & benytte fglgende
regel som lett avledes:

Sannsynlighetsfordelingen for den samlede erstatning i de
R grupper over en tidsperiode p& t er gitt ved (12), (13),
(14) hvor pj erstattes med l:§1fkipdi; J= 1,2,3,4.

[Eevis: La F(y) betegne den
betingede kumulative sannsynlighetsfunksjon for Y(t), gitt

ved I.1.(7). Det J-te ordens moment for Y(t) er da

he3

x|

p. = EY’ = }y'd

v

(v ={y s M
R =
(h= Z-0y) -

Etter (10) e;~1\kte ordens kumulant ¥, 1lik tpy s

forutsatt at kravsintensiteten er 1. I den aktuelle situasjon

er imidlertid kravsintensiteten ?\, og man ma derfor innfgre

effektiv tid “U =At. Det gir da

R

XQ(Y(JC)) =/E-p,\) =t %’,}\ip\)i

mens de standardiserte kumulanter blir

/ -L+1§r.p\
folv(e)) = ¢ 2 =Asie ]
20,2



I.3. Ruinsannsynligheten.

A. Problemet.

La X(t) vere sampelfunksjonen for prosessen definert
for alle verdier av t ) O slik som beskrevet i I.2.A. Vi

skal vere interessert i 3 finne sannsynligheten for at

X(t) > u+Bt (1)

for en eller annen t > 0, hvor u og B er gitte tall.

Vi gnsker m.a.o. a finne sannsynligheten for at det grafiske

billede av sampelfunksjonen skal skjzre den rette linje u+Bt.

AN X(t)
i /u+Bt
! /
! /
| -
{ /
A
i
f
|
|
!
{
|
i
|
{
— e e e e e — - - — = 3
|
, I, I, I, T, T

Vi skal betegne denne sannsynlighet med lk(u). Den avhenger
naturligvis bade av F og av Bj; men da u blir den eneste
storrelse vi kommer til 3 variere i vare resonnementer, an-
forer vi bare u som argument. W%(u) er apenbart en ikke-
tiltagende funksjon av u.

1J%(u) er altsd sannsynligheten for at X(t) i hele
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sitt forlep fra t =0 til t =02 skal holde seg under den
rette linje u+Bt.

Stgrrelsen av W?(u) kan vere av interesse ved for-
skjellige slags praktiske anvendelser.

Saledes kan det tenkes at en produksjonsprosess normalt
trenger en rastofftilgang pd B, pr. tidsenhet. Fra tid til
annen skjer imidlertid et uhell i produksjonen som gdelegger
en viss del av rastoffene, slik at en ekstra rastofftilgang
er npdvendig. Her er altsd F(0) = 0. Hvis uhellene inn-
treffer pa tidspunktene Ty9Tpsee- 09 ekstratilgangen som
trenges md vare henholdsvis Y(T1),Y(T2),..., vii den rastoff-
tilgang opptil tidspunktet t som trenges for a sikre

kontinuerlig drift vere

N

Byt+ 7 Y(T,) = Byt+x(t)
21 J

(@}

N eT den stegrste Tj som er £ t. Anta n3 at produ-

senten pa tidspunktet O har en réstoffreserve pa u og at

hvor T

den tilgjengelige tilgang pa rastoffer er B, pr. tidsenhet.

Kontinuerlig drift er da sikret hvis

u+B, t 3 B, t+X(t)

dvs.

x(t) & ut(B,-By )t = utBt

for alle t » O. Denne begivenhet har altsad sannsynlighet
1-#Ku).

I et forsikringsselskap er selskapets erstatningsut-
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betalinger opptil tidspunktet t 1ik X{(t), mens pd den
annen side selskapet har en premieinntekt pa B pr. tidsenhet
og en sikkerhetsreserve pa u pd tidspunktet O. Selskapet

disponerer da pa tidspunktet t et belgp

V(t) = utBt-X(t) (2)

Hvis V(t) blir negativ er selskapet ruinert og sldes konkurs.

b ° . . .
w(u) er altsa ruinsannsynligheten, dvs. sannsynlighet for at

selskapet skal bli ruinert en eller annen gang i fremtiden

(etter tidspunktet 0). Vi skal nedenfor anvende terminologi-

en fra forsikringsvirksomheten og snakke om ruinsannsynlig-

heten Wp(u). V(t) wvil vi kalle risikoreserven og u sikker-

hetsreserven. Situasjonen i forsikringsvirksomheten vil for-

gvrig bli grundigere utredet senere. Her skal vi bare be-
skjeftige oss med de matematiske problemer.

Vi skal ogsd vere interessert i sannsynligheten Wy(u;ﬁ)
for ruin en eller annen gang senest pd tidspunktet -

(0 {tL<c). Det er da adpenbart at vi har

’\Jf’ (u) =11_i_g(}’(u,f) (3)

Det viser seg at det vil vere bekvemt innledningsvis &
se pa feolgende problem:

La A > 0 og betrakt tidspunktene 4,24,3a5... . Disse
tidspunktene vil vi kalle oppgjers“dagene”. Vi lar ”qg(u)
vere sannsynligheten for ruin pa en eller annen fremtidig
oppgjersdag, dvs. Wﬁju) er sannsynligheten for at

X(Ja) > utBla for minst en heltallig N 7 0. Tilsvarende
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er Qﬂéu;ﬁ) sannsynligheten for ruin pa en eller annen frem-
tidig oppgjersdag senest pa tidspunktet U . I forsikrings-
virksomheten ville ’lyﬁ vere den sannsynlighet som

interesserer, forutsalt at selskapet eventuelt kunne holde
kreditorene pa avstand til neste oppgjersdag i hdp om da & ha
opparbeidet et overskudd ved et gunstig forlgp av forsikringene.

Vi har 3dpenbart

s

W (u,c) L (u,T) (4)

A

Nar A—0 vil oppgjersdagene komme tettere og

tettere pa hverandre i tid og vi har

zlljg 'w&(u,b) ="\{’(u,T;) o)

ﬁiig “Hfu) =”?(u)

- s an on wm o n o anhe e @ e o s % Ve e ae m= en =

'lgéu;mA) er definert som sannsynligheten for ruin senest
pa m'te oppgjersdag etter tidspunktet t = O. Denne begiven-
het kaller vi So' La R vare ruin pad ferste oppgjersdag. Da
er altsa S, unionen av de to begivenheter

SO{\ R = R = Ruin allerede pa forste oppgjersdag, dvs.
for t =A .
S, N\ R = Ikke ruin for t = A, men ruin inntreffer

senest pad (m-1)'te oppgjersdag etter t =A.
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Vi har for det forste:
Pr(SO{\ R) = Pr(x(a) > utBa) = 1-F(u+Bajza)

For & finne Pr(SO(\ R) betrakter vi sannsynligheten for

snittet av begivenhetene

R(x) = Totalerstatningen pd tidspunktet t = A ligger i
intervallet (x,x+dx), hvor x = u+Ba.
5, = Ruin senest pa (m-1)'te oppgjersdag etter t =A.
Vi har néﬁ)

dF(x3A), og

I

Pr(R(x))

Il

Pr(s,| R(x)) W%(u+BA—x;(m-1)A)-

AN

Sannsynligheten for snittet av R(x) og SA blir derfor

Pr(R(x) N Sﬁ) = ﬂk4u+BA-x;(m-1)A)dF(x;A) (7)

Pr(SoiW R) finnes ved & integrere (7) over x. Kombineres

dette med
“Hju;mfg = pr(s ) = pr(s_ (O R)+Pr(s O R),
far man
utBa
q}’(u;m) = 1-F(u+BAja)+ | W%)(u+B&—x;(m-1)A)dF(x;ﬁ9 (8)
Y o/ A
-3

Lar vi m—>o0 , far vi feglgende integralligning til bestem-

melse av ’ﬁ&(u):

*) Se fotnote side 7.



u+BaA
ﬂ{/ﬁ(u) = 1-F(u+BAjA)+ S‘%(WBA—X)dF(x;A) (9)
Her er naturligvis
"\J;/’(u;A) = 1-F(u+BA;A) (10)

A

Vi bemerker at den gvre grense u+BA er inkludert i integra-

sjonsintervallet.

s e e e S e e G Em s S e e e S NP S Em S T e SR AR SRt En e E AD GO S Em e e e e T

Forventet erstatningsutbetaling i et tidsintervall av

lengde dt er gitt ved

dt{de = p1dt,

mens den premie som faktisk innbetales i samme tidsrom er Bdt.
Vi kan altsd oppfatte Py ©g B som henholdsvis netto- og
bruttopremien.

Vi skal bevise at hvis B‘> pys sd er
hqg(u;mﬁ) L g-Ru (11)

safremt R kan bestemmes som et reelt positivt tall som er slik

at

1+BR = p(R) = { eRY4F (12)

-0

R > O er altsada en reell lgsning av prosessens tilordnede
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algebraiske ligning

1+Ba = p(a) (13)

Rottene i (13) kaller vi prosessens egenverdier.

Vi skal fegrst underspke eksistensen av en reell positiv
lgsning av (13). Vi forutsetter F(0){ 1. Siden F er en
kumulativ sannsynlighetsfordeling, er den kontinuerlig fra
heyre, og da har vi at det eksisterer et tall ¢ > 0, slik at
F(L) &4 1.

Vi har &penbart for alle t > 0, safremt p(a)

eksisterer for en a  O:

-+ O o oo
~ v
pla) = \ e™¥ar > | Mar > o°F \aF = [1-F(1)]e®" (14
-0 t t
og herav
p(a) A

<y,

hvor O<\ c (Nedre grense i integralene er ikke regnet

med ved integrering.) Dessuten har vi

p'(0) = py LB



N
w
I

cea
p(a)
/’ / 1+Ba
/ ///

AT

14;/

[SPRNP
\

Vi ser av - det grafiske billede at hvis p(a) eksisterer for
alle a, har (13) en positiv reell rot. Det samme gjelder hvis
p(a) eksisterer for tilstrekkelig stor a, dvs. en a slik
at pla) » 1+Ba.

Setter vi nd i I.2(9) t =A og s =R og benytter (12),

far vi

eller

Eye(x(a)-BA-u)Rlz o~UR (15)

Etter en enkel omforming av (8) finner vi

ufBA

e'RU-“kfu;mﬁ) = e_Ru'ﬂh@J§A)' B e(X_BA_U)RdF(X;A)+

a's)

u+Ba (16)
+ (j {e(x—B&-U)R_/\“{&(U+BA-X;(m—1)A)M\dF(x;,ﬁ)

Vi betrakter de tre forste ledd pd heyre side av (16):



ufBA
K(u) = e_Ru-'wgu;*) - \ e+(X—BA—u)RdF(x;A)
\L v
- &)

Innsettes her (15) og trekkes forste og siste ledd sammen  fées

oC
~

> -Ba-u)R Al
K(u) = j e(X A-u) dF (x3A)- fgugﬁ)
utBA
(hvor nedre grense ikke er regnet med ved integreringen). Vi
ser at i integrasjonsintervallet er x 7 Ba+tu. Da dessuten
R 70, far vi
(,’){‘;-
K(u) 2 dF (x38) - Y (u3n) = 1-F(utBa, 4)- Y(usa) = 0
u+Ba
Betrakter vi nd definisjonsligningen for K(u), ser vi at

K(u) A medforer
'*XKU;A) L e ~HU

Ligning (11) er dermed bevist for m = 1. Av K(u) 2 0 og

ligning (16) felger dessuten at

ut+Ba
e—Ru_wg(usmA) N S Ee-(u+BA-X)R_ﬁhfu+Bg-x),(m—1)A)&dF(x;A)

Hvis (11) gjelder for m-1, gjelder den derfor ogsa for m.
Dermed er (11) bevist ved induksjon.

Av (11) fplger ved a la m — ~o

Ved & la A—=2>0 i (11) og (17) felger
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P\P(U?’C) L e-RU’ r\j)(u) L e—Ru

\

Vi ser ogsa at

1in P (us0) = lim Y(u) = 0
U= mxo U= o

Eks.1. Anta at hvis krav opptrer vil det alltid vere av

storrelse 1. X(t) angir da rett og slett antall krav i

tidsintervallet av lengde t og er derfor Poissonfordelt med
n
parameter t, dvs. F(x3t) = %%,-ET e't, som det ogsa frem-
n&=x °
gar av den generelle formel.

/

Vi har F(y) =0 ndr y 4 1 og F(y) =1 ndr vy =

R bestemmes av

Vi har altsa
“%(u) L ¢"RYU puor R er bestemt av 1+BR = eR_

Hvis spesielt B = 2 (dvs. bruttopremien det dobbelte av

nettopremien = p; = 1) far vi

f\l](u) !_ e—1 .257u

Eks.2. La dF(y) = e Ydy for y =0. Vi finner p, = 1.

Vi har til bestemmelse av R { 1,

+oo

.l

1+BR = B YRGF =

-0

-(1-R 1
o~ )ydy = o

OL/‘) %
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Herav R = Eél. Da B > 1 er &penbart R { 1. Vi finner

altsa
B-1
~==—u
"\{/(u) _‘/—. e B
Spesielt for B = 2
,»\“/(U) __/—_ e-O.5U

dvs. en betydelig hgyere skranke enn i eks.1.

- e e wm em e e e S e Em o e G e e e S o W Ee e e owe S A e e s e - e = - - -

Vi skal se n®rmere pé bestemmelsen av “P(u), dvse.
sannsynligheten pa tidspunktet O, hvor sikkerhetsreserven
er U, for ruin en eller annen gang i fremtiden. Vi antar
B » pq. Hvis u { 0 er ”%(u) = 1. Vi ser derfor pa til-
fellet wu 2 0.

Vi betrakter hva som skjer i tidsintervallet O til dt.
Det er apenbart at enten oppstar det i dette intervall intet
krav, eller det oppstar et krav som ikke er stort nok til a
ruinere selskapet, eller det oppstar et krav som umiddelbart
ruinerer selskapet. Kjennetegnet S = "Ruin for en eller
annen t 0" er derfdr en disjunksjon av tre kjennetegn

Sy = Intet krav oppstar i intervallet O til +dt, men
ruin inntrer for en t » dt.

S, = Et krav som ikke er stort nok til & ruinere oppstar
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i O til dt, men ruin inntrer for en t » dt.

83 = Krav som er stort nok til 3 ruinere selskapet

oppstar i intervallet O til dt.
Vi finner herav, idet de tre ledd pa hgyre side er

sannsynlighetene for henholdsvis 51,52 (oe] 83:

u+Bdt

e

AP (u) = (1-at)Y(u+Bdt)+dt \ "V (u+Bdt-y)dF(y)+
T e (18)

+dtij—F(u+Bdt)‘+0(dt)

[T

Annet ledd = Pr(Sz) er oppstatt slik: Sannsynligheten
for krav med en erstatning mellom vy og y+dy er dtdF(y).
Hvis kravet er vy, er risikoreserven pa tidspunktet dt 1lik
u+Bdt-y, idet inntekten og utgiften i intervallet (0,dt)
har vert henholdsvis Bdt og vy. Den betingede sannsynlighet
for ruin gitt at erstatningen i intervallet 0O til dt er
mellom y og vy+dy er da ﬂ%(u+Bdt-y). Sannsynligheten for

S med en erstatning mellom y og y+dy er derfor

2
dtdF(y)ﬂ%u+Bdt-y)

hvor vy L utBdt, siden ruin ikke inntrer umiddelbart ifglge

S Sannsynligheten for S, alene, far vi nd ved & integrere

2'
over alle y fra y = -6 til wutBdt.
Vi antar n3 B<= O og setter Bdt = du. Etter en liten

omforming blir (18)



- 28 -

BH(Lﬁdu { )| = Ylurau)du- |1 ~F(u+du) | du

u+du (19)
-du g W%?(u+du—y)dF(y)

Summeres her over ekvidistante verdier av u fra v til

v+K med ekvidistans du, og lar man sa du ga mot O,

fremkommer
v+K v+K v+K
N _al Uy = A )
B & d\J((u) B\D{/(\HK) \/(V)J \\)x )du R“ F( \du
Vv Vv A\
(20)
vtK u
- j [~b(u y)dF(y)d
Vo =0
vﬁK
(idet venstre side ikke generelt kan settes lik B j-“%’(u)du.
{
v

Det er forevrig fristende & dividere (19) med du og la du30.
Da fremkommer en differensial-integralligning for ﬂp(u). Men
bemerk at denne grenseovergang ferer til vanskeligheter idet
den deriverte ikke er entydig gitt over alt. Se eksempel neden-
for.}

Hvis B = 0, dividerer vi i (18) med dt, integrerer
fra v til v+K, og (20) fremkommer med B = 0. (20) gjelder
derfor for alle B.

I (20) lar vi nd K-> o0, benytter at “V(u) L o-Ru
(og skifter betegnelsene u og v). Vi far da

f“/@ v

B’Q(u) = ”'1 -F(v) _]dv+\ 1«{) v-y)dF(y)dv J‘xy(v)dv (21)
u

[

u u - Fe



NY
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Vi tar for oss det nest siste ledd i (21) og betegner

det med J. Ved betraktning av fig.1 ser vi at

U o OO0
~ G
J=} ’?(v y)dvdF(y) + | \&(v -y)dvdF(y),
y=v LJ J (U
-a> U uy

(idet integrasjonen foregdr over det

skraverte omrade. Merk at gvre grense

i integrasjonsintervallene er inkludert,

nedre grense ikke). Vi innfgrer

v W = v-y  som ny integrasjonsvariabel

Y AN

i stedet for v, og ombytter igjen

integrasjonsrekkefglgen (fig.2).

u oo o VXJ
S0y
J= 1] “\%( w) dwdE (y \ ﬂ) ) dwdE (
-0 u-y
P we o
= a ‘ i \"}m
=) HddElyddw - gy () oF (y)dn
o =0 0 -0
"p oﬁ
= (pdu - [P (IF(mw)ow
0 o
oo
g 1
= 1
U % | F(u- W)ldw
o]

Fig.2.

Alts8 blir ligning (21)

0

_ (' TR 1
Bq( 3 (v)}dv-ré%(v)LFo(u-v)—F(u—v)Jdv (22)

som gjelder for alle u 2 0. Av (19) folger at for B £ 0 er
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’%Yu) kontinuerlig for u ¥ O. Derimot er u = 0, som vi skal
se senere, vanligvis et diskontinuitetspunkt.

Vi skal se pd spesialtilfellet med bare positive er-
statninger. Det er utvilsomt det tilfelle som er av storst
betydning i praksis. (Men det utelukker altsd situasjoner i
livrenteinstitusjoner hvor premiereserve frigis til fordel for
selskapet ved ded.)

Vi antar altsd at F(0) = 0. Det medfgrer at F(y) er
kontinuerlig for vy = 0. Videre er B~> p1"7 0.

Integralligningen (22) kan da skrives

BY(u) = ([1-F( ldv-*jiy(u—v) [1-F(v)]av (23)

c C.A,--\ E

Setter vi her u = 0, far vi
1 w2 .
BY(0) = ggj-F(v)\dv
" 0

Vi finner ved delvis integrasjon og bruk av (14) (under den

forutsetning at p(a){ o for en a 7y 0)

X et}
§{1-F(v)gdv = j vdF(v) = p, (24)
o) o)
Herav den viktige formel
Vo) = 3 (25)
B

Vi ser at siden “#(u) =1 for u<d 0, vil “%(u) vere dis-

kontinuerlig i origo nir B # Py
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Eksempel 1: Vi skal se pd det spesialtilfellet hvor den
sammensatte Poissonprosess reduserer seg til en enkel Poisson-
prosess, dvs. det tilfelle hvor den eventuelle erstatning

alltid er 1. Vi har da

Vi finner av (22)

u
BW«U) = 1—u-f£AP(v)dv, ndr u &1 (26)
0
u
Bﬁ(u) = AV%J(v)dv, nar u S g (27)
u-1

Da folger av (26) at den deriverte -~y'(u) eksisterer for

i

oty {1, og vi har derfor i dette intervall

B*(u) = -1+?(U)

P3 den annen side har vi direkte av (26) ved & sette u =0 i

(26)

W%(o) = % hvor B ) p, = 1.

Herav finner vi ved lgsning av differensialligningen

(et
1]
—
]
—
1
’._;
D
wlc
(@)
I~
[
I~

1. (28)

Da “%(u) er kontinuerlig for u’ 0, felger av (27) at
’Y(u) er deriverbar for u » 1. Vi har derfor for u 1
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Byku) “%(u)-%ﬁu-1)

1T u 2.

u-1 (_1.

Wk(u-1) gitt ved (28))09 vi far differensialligningen

Anta na Dette medforer Derfor

u-1

“P(u)-1+(1-%)e B

B@'(u)

Lgses denne differensialligning med initialbetingelsen

(28))

w|—

Ved derivasjon av fW(u) ser vi at vi far forskjellig
for (y’(1) etter som man bruker (28) eller (29). Det
ligningen (19), oppfattet som en differensialligning,
ikke kan vare riktig.

Vi finner forgvrig

T
W%(u) = 1—(1-—§) = (lé—)Je B for 1Ly
j=0 -°
Eksempel 2: La F vare gitt ved
dF = e Ydy for y=20, dF =0 for y<
dvs. F(y) = 1-e7Y. (23) blir da:

er

(ifolge

resultat
viser at

generelt

J (30)
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oo u u
A _ -V \Y _=u, =ul t
B*(u) = l e dv-+5WKu-v)e dv = e +e BW(t)e dt
u 0 0
(idet vi har innfert t = u-v). Setter ¥(u) = euﬁ(u), som
gir
u
Bx(u) = 1+ %(t)dt
o

Herav B¥'(u) = %x(u).

wlc

Denne differensialligning har lgsningen ¥(u) = Ce~, som gir

_ B-1,
V(u =ce B

Konstanten C bestemmes av (25), idet

P 1
Vo) =g =F ) vy

Altsa

Y(u) =

oo
®

Vi vender tilbake til den generelle situasjon med F(0) = O.
Anta at vi vil beregne Wy for ekvidistante verdier av

U. Etter eventuell skalatransformasjon kan vi la dem vare

U= 0,1425¢e¢+ « V1 setter da tilnermet, idet vi anvender

trapesregelen pd siste integral i (23)

Bli’)(u) = jt1-F(v)1dv+J2-[‘{J(u)+2 Z’\Jf(u—v)E1—F(v)]+q)(0)(1—1:(u))]
u

(31)
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eller ved (25)

’ T p, (1-F(u)) u-1 i
(B—ﬁ)\%l(u) = j}J'F(V) dv + 55 +Z—_f‘{/(u-v)t1-1:(v)1
u

v=1
(32)
for u=1,2,..., idet summen faller bort for u=1. Vi
finner altsd til suksessiv beregning av q%(1),%%2),...
o0
(B-50p(1) = {[1-F(v)]av+——
1
20
1 xl 0 1 p1(1'F(2)) ) .
(8-374(2) = J[1-F(v){av + 5=+ Y1) [1-F(1)]
2
osV.
I enkelte tilfelle kan det, som vist i eksempel 2, angis en
eksakt eksplisit lgsning av (23). I eksemplet var dF = e ’dy.
La mer generelt
N -B y
_ 2 _ 'n
dF = %;% hfae " gy (33)
Bl B ol by Lh, =

hvor S’u’(\\ 2 ""\N'} hn>o ng..-h = 1
Da har vi

N B-p -R_u

’W’<u> =7 l—.e " (34)
T p'(R )-B

hvor R1,R2,...,RN er rgttene i ligningen



1+B & Pobn 0 (35)
° ﬁér ﬁn—s o
09
OO s}
hy By S hy
p'(R) =§i'—:—ELj§, py =L = (36)
1 ( Pq —R) 1 "‘\3

Bemerk at (3%) kan skrives PN(s) = 0, hvor Py er et N-te
grads polynom. Det kan bevises at denne ligning har N reelle
positive regtter (ndr B >~p1).

En narliggende generell fremgangsmate for numerisk
lesning av (23) med en vilkdrlig F, er nd &penbart & til-
nerme F med et uttrykk av formen (33), safremt dette gir
forsvarlig approksimasjon. Man bestemmer da forst alle %n

og h_ = best mulig,og lar n\{/'(u) vere bestemt ved (34).

I.4. Matematisk appendiks.

A. Kumulantene.

P

I dette appendiks vil vi for flere formdl trenge rela-
sjoner mellom deriverte og logaritmisk deriverte av funksjoner.

La w(x) = log v(x) idet v(x)>» 0. Ved | gangers deriva-

sjon av v'(x) = w'(x)v(x), finner vi feglgende rekursjons-
formel:
J
v(J+1)(X) = Zig (?\W(j+1)(x)v(d'j)(X) (1)
j=

Herav kan vi suksessivt uttrykke derderiverte ved de logarit-

. . . .o w
misk deriverte og vice versa. Vi finner v' = w'v = w'e ,



v o= wlv'rwly = (w'2+w")ew, V(3) - W’V"+2W"V‘+W(3)V -
{w'3+3w‘w“+w(3)WeW, osv. Omvendt w' = %v',
- t f2
wh = %‘{_V"-W'V‘] - _\_/\_/_ _ V_Z_\W(g) — %LV(3)_W|V11_2WHVIJ —
v 3) v'v" vi3 v
y - 3 5 + 2 —3~ » OSvV.
\% A%

Omfattende formler over sammenhengen mellom deriverte og
logaritmisk deriverte finnes i Maurice G. Kendall: The
Advanced Theory of Statistics. London 1945, p.62-63, formel

3.29 og 3.33. Kendalls &Q svarer til(??rvarende w(b) 0g

]
Kendalls’}LJ svarer til n®rvarende 5

La X vere en stokastisk variabel med kumulativ sann-

synlighetsfunksjon F(x). Vi kaller

+o0
pl{s) = J eX%dF(x) = Eei® (2)

o2

den momentgenererende funksjon (mgf.) for den variable X. Vi

vet at p(s) eksisterer iallfall for s rent imaginer, dvs.
s = it ,og at p(it) =€VXt) er den karakteristiske funksjon
som definerer F entydig.

S3fremt det J-te moment p, eksisterer, har vi

) (0) (3)

(Om nedvendig md derivasjonen foretas i rent imaginer retning,

) J '
(V)(O) = ;??;3T p(it)\t=0')

Vi kaller steorrelsen

dvs. p

D % _ dg \ (
&(Q: ’Q(X) = 5;? log p(s) s=0 4)
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J-te kumulant for X. Sammenhengen mellom momenter og kumu-

lanter er gitt ved (1) med W(O) = 0, w(o) =$&), v(o) =1,

v(b) = py e

Vi skal finne kumulantene for aX+b uttrykt ved kumu-

lantene for X. Den mgf. for aX+b er

o(s) = Ee(aX+b)s _ ebsp(as)

dvs.

log p(s) = bstlog p(as)

Ved 3 derivere og sette s = 0, far vi
[
4{71(a><+b) = a5\1(X)+b,a€)(aX+b) = a ,_»,@\)(x); 2o, (5)

Setter vi spesielt a =1, b = -K; = -EX, ser vi at kumu-
lantene for X-EX er rﬁ(x-xzx) = 0, XC,(X-EX) =Xy for

0 a 2. Momentene for X-EX er sentralmomentene

Ay = E(X—EX)D = 2,3,... (6)

mens )1(X) = EX og %1(X—EX) = 0.
For sammenhengen mellom kumulanter og momenter for
X-EX finner vi av (1), idet vi benytter at A,(X-EX) =

érf1(x-Ex) =0 og A, =1

s

2

—
<
N

)‘Q+1 - T~

WG
‘5 (j)‘*(j+17\3_j+f¥{\)+1

hvor summen i (7) bortfaller nar J 3.
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Herav spesielt

A = - A= oA - 2
Ay = e, Ky =Ny, ANy, B SN a2

= =100\ =N —15M O\ —10X-2+300.3
Ko =Ag-100,0, A, 7\615f2/\4 10%,%+30R,,

Det er altsa en en-entydig sammenheng mellom kumulanter
og (sentral-)momenter. Forsévidt synes det likegyldig enten
vi benytter momenter eller kumulanter til & karakterisere
sannsynlighetsfordelinger. Nar kumulantene likevel av og til
foretrekkes er det fordi de har noen bekvemme matematiske
egenskaper. Forst og fremst er de additive pa samme mate som

variansen er det. Vi vet at safremt XqsXpseeesX —er

uavhengige, er varéXj = var Xy Vi har tilsvarende for

enhver M

) = TR ) (9

AT x.
Y . J:1

j=1 J

som er fundamentalegenskapen ved kumulanter.

Vi skal bevise (9) og antar at de uavhengige stokastiske
variable X43X,5+-+;X  har mgf. henholdsvis pyls)seens

p(s). Mgf. for X =;§Xj betegner vi med p(s). Vi finner

Altsa
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Herav felger (9) ved & derivere ) ganger og sette s = 0.

Bemerk at fordi ?{J-=Ah-v for v=1,2,3, har vi

7\(2X-) == A—(X-) for v =1,2,3,

mens dette ikke gjelder generelt for V= 4,5,... « Det er
derfor feorst og fremst nar hoyere momenter enn tredje moment
er involvert at det kan vare en fordel a arbeide med kumu-
lantene istedenfor sentralmomentene. Skal vi saledes finne
7\4(§Xj), kan man ferst finne &QA(Xj) og var Xy, og dernest

N (8] =3, (2X,)+3 00, (%)% =27, (x,)+3( 2 var X;)2.

(
4
J j

Eks.1.. Hvis X er normal (%,6), finner vi for mgf. p(s) =

og herav finner vi direkte av (4)

finner vi direkte av (4)

;o iy iy
zay_-?(\/ 1)12
Spesielt ¥, =
Py
A

- — i - g — ! —
£, ®, = 2p, Ay=8p, K, =48, 0 o = 3840

3840(%. Herav for sentralmomentene ved (8)

I

&

1}

_ , 2
1 = 384P+160? .

) Y
Py hy = 20, Ay = 8p, Ay = a8pr126%, Ay

Eks.3. Hvis X er Poissonfordelt med parameter A finner vi

direkte av (4)
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=N

v

Herav Ny =h, = A = AN, =432, A, = h+10R,

/\6 = )\+25A2+3OX3.

Eks.4. Hvis X er antall forsgk med kjennetegn A i en

Bernoulli forsgksrekke med n forsgk, og TV = Pr(A), finner

vi p(s) = (TeS+1-17)" , 09 altsé ved (4)

Herav spesielt

e

1 nv,z&2 = nTx(1-'r>,'z‘€3 = nWw(1-T)(1-27),

R, = 0T (1-T) [1-6T (1-7 )]

De standardiserte kumulanter ‘Xv er kumulantene for den

standardiserte variabel, Zéﬁx hvor 22 var X. Vi har i
fplge (5)
oo %
Y20, %=, ¥ s —5 V2 (10)
3{22
X
B._ _Hermite-polynomer. Ved derivasjon av e 2'finner vi
él e? = -xe 2, Jii-e 2 = (x2-1)e 2,
X dx
s L X <
4 % = (BP-ax)e 2



Vi skriver generelt

(11)

som definisjonsligning for Hn(x). Vi finner ved derivasjon av

(11)

n+1 -

Altsa

H ,.(x) = an(x)-H'(x) (12)

n+1

Det folger lett ved induksjon at alle Hn(x) er polynomer, de

sdakalte Hermite-polynomer. Vi finner spesielt

Ho(x) =1, Hy(x) = x, Hy(x) = x2-1, Hy(x) = x>-3x, (13)

(x) x4-6x2+3, H5(x) = x5—10x3+15x, H6(x) = x0-15x%+45x%15

i

XYed a derivere

2 2
- X - X
4T L2
n ganger mhp. x, faes
2 2 2
X X X
L u N LU M. (o
n+1 © = -Xx"x € '(1) n-1 ©
dx dx dx

dvs.
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Hooq(x) = xH_ (x)-nH__4(x) (14)
Av (12) og (14) finnes Hé(x) = an_1(x), eller

H?

feq(x) = (n+1)H (%) - (15)

Hvis vi nd deriverer (12) og benytter (15) finner vi
t —
Hg(x)-an(x)+an(x) =0 (16)

som er en differensialligning for H_(x). Av (12) og (13)

n
ser vi at vi kan skrive
_ .n n-2 n-4 n-2s
Hn(x) = x +a1’ X +a2,nx +,..+as,nx tooo (17)
Innsettes dette i (16), fées
(n-25+1)(n-25+2)a5_1,n+2sas,n =0
Herav
a_ = ( 2) n! (18)]
’ 2 (n-2s)!s!

Ved Taylors formel har vi
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o
2 2
2 X X
- 5(xth) € non -% 2 n - &5
e 2 = > %T Q_H e 2 = > —:%%~ H (x)e 2
n=0 " dx n=0 ‘
Ved & sette h = -s, far vi
2
S o
- =+ sXx n
e =32 HM%H (19)
n=0 :
2
- X
Setter vi g(x) = 1_,_e 2, ser vi at (11) kan
N27T
skrives
g ™M (x) = (=1)"H_(x)g(x) (20)
Ved delvis integrasjon finner vi derfor
+o0 +a0
" _ n (n) _
§ HyOOH, Goghdax = (-1 § H (x)g' ™ (x)ax =
-0 =00
+00
:(_1)n-1 S H&g(n-1)(x)dx
-0
Ved gjentatt delvis integrasjon finner vi sluttelig
+00 +00
{ _ (n)
S Hm(x)Hn(x)g(x)dx = B H, (x)g(x)adx
— oo -
idet vi forutsetter m £ n. Men nd er Hm(n)(x) 0 hvis
m<n og Hn(n)(x) = nl! Altsa
+05 . ni hvis m =n
{ HO0H, GO g(x)dx = (21)
-0 0 hvis m s n
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H(x); n=041,2,... ortogonale

relativt til qglx

1
ne g,
Va! (m)(

). Multipliserer vi (19) med g X) s

integrerer fra -

La X wvere
og varians 1 og
Vi skal undersgke

tettheten for X

f(x)

1
T Moo

0

hvor g(x) = (277
La oss mult

- & til +0D og

Herav, og av (13)

momentene

o til +a og benytter (21), fir vi

en stokastisk variabel med forventing O
med (standardiserte) kumulanter ‘51,82,33,.u
muligheten for a approksimere sannsynlighets-

med et uttrykk av formen

R

;% '™ (x) = g(x) géo (-1)" ;% H_(x) (23)
1%
)' 2 e‘ 2

iplisere (23) med Hm(x), integrere fra

benytte (21). Da fir vi

(x)f(x)dx (24)

ser vi at vi kan uttrykke Ch ved

+00
P, = K xf (x)dx

J
-0

Koeffisientene Co kan imidlertid enklest uttrykkes
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ved kumulantene. Mgf for X er i felge (23)

+ab c +Q0
p(s) = §mesxf(x)dx = n%O EQ‘ jwesxg‘(q)(x)dx
Altsa ved (22)
2
S
- 5 R c
v =e p(s) = ggo ;%(-S)n (25)

v ~-te deriverte av v for s 0O er altsd, ifplge uttrykket

pd heyre side 1lik (-1) c,i mens den ~ -te deriverte av
w = log vy ifelge venstre side er lik O for VY =1 og 2
og lik X, for V= 3. Innsettes dette i (1) far vi

¢y = ¢, = 0,

V=3 .
e T2, O R (P  CLP I (26)

(idet summen faller bort ndr ¥ -3 £ 2, dvs. V< 5). Vi finner

spesielt
cg =1y ¢y =cy, =0, cg=-%4y ¢4 ='K4, Cy = ~¥g»

- 2 _ 4 o 2
g =Y (t1055%, oy = =(¥,*3505%,), cg = ¥ gtO6¥,uL 35N,

oy . ¢ 3
cq = -(Fg+Bay gy +1264,-+280%,°) (27)

Dermed er koeffisientene i rekken (23) bestemt.
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La Y1,Y2,...,YN vere uavhengige og identisk fordelte
med forventning O og varians 1 samt med kumulanter ¥'.
hd
Vi skal approksimere sannsynlighetsfordelingen‘for den

standardiserte sum

N
> Y. (28)

1
VN j=1

X =

Vi finner ved (%) og (9) for kumulantene for X

' s

5
-—
I
(@
o
0
Ml'avr -
N
Ne

Vi innsetter dette i (23) med c, gitt1ved (27), ordner
leddene etter stigende potenser av N 2 og sleyfer ledd av

hgyere orden enn N2

3
I ! 1 , . (30)
+N 2[?%6 H5(X)-+§§T§§— H7(x)-+§%§g Hg(x)} ﬁ

Alt etter hvor stor ngyaktighet som gnskes; kan ledd av orden

N 5, N-1, N tas med. Ogsd generelt ndr X ikke er en

N|—

standardisert sum kan det legnne seg a trekke inn leddene i
Gram-Charliers rekke i rekkefplgen som antydet ved (30). Derved

fremkommer Edgeworth rekke for sannsynlighetstettheten for en

standardisert variabel med kumulanter ¥;:¥,s-.. -
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2
£(x) = o) {1+ 00 + (28 8,00 + 5 1, (0] +
: ) 3 (30)
+E$§6 H5(X)'Q3$Zj H7(X)'*§%§€ H9(x)]i

idet hakeparentesene samler ledd som hgrer sammen, og som
enten alle bgr tas med, eller ikke tas med ved approksimer-
ingene.

For & finne approksimasjonsformler for den kumulative
sannsynlighetsfunksjon F(x) for X, benytter vi oss av (20)

som ferer til

X

g g(t)H_(t)dt = -H

. atagta = (176 (en)

-0

hvor G(x) er det gaussiske integral. Herav de viktige

formler

F(x) = G(X)-g(X)X - Hy(x) +X§% Hy(x) +§7-3-§- H5(X)} (33)

En kortfattet oversiktstabell over G(n)(x) for
n=0,1,2,3,4,5,6,75 x = 0.0 (0.1) 4.0 finnes i Harald Cramer:

Mathematical methods of Statistics, Uppsala 1945, p.557. Ved.

neyaktigere beregninger bgr en benytte (33) med

H2(x) = x2—1, H3(x) = x(x2—3), H5(x) =[x2(x2-10)+15]x (34)
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sammen med ngyaktige tabeller over g(x) og G(x). (34) vil
som regel vaere den mest bekvemme form for numeriske regninger.
For omfattende tabelleringer med samme 3’3 0g 2(4 vil det
lgnne seg a skrive ul hakeparentesen i (33) som et polynom,
og sa omforme dette tilsvarende (34), altsa

5 r B

3, 2, .. 4 L2, o !
a, X ta,x +a2x +a3x+a4 = Hﬁaox +a{]x.aé}x+a33x+a4 (35)

Eksempel: Hvis Y er kji-kvadratfordelt med 2 frihetsgrader

har vi
- X .
Pr(Yy £ y) = 1-e 2 _ G(X)"%G(3)(X)-*%6(4)(x)-+7%6(6)(x)
hvor

Hvis Y er kji-kvadratfordelt med 4 frihetsgrader har

vi
pr(y £ y) = 1-(%-+1)e 2 - G(x)-0.2357G 3)(x)+0.125G 4) (x)+
+0.0278G 67 (%)
hvor
g = =Y=4
5.8284

Eksempel 2: Se stensilet "Noen forsikringsmatematiske emner"

kapitel III. Beregning av ruinsannsynligheten ved aggregering

av polisene. Kumulantene for overskuddene, uttrykt ved
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kumulantene BKV for e-éT, er
G Vv
A () =5 s R(EY) = (1T NK 5 R(E, ) = (1) N(B )RR,

De standardiserte kumulanter Xy for overskuddene blir like

store i de 3 situasjoner og er gitt ved

v Ay N
Z;= (-1) -3*—7——,\}= 2
—2-" N
N g

der 62 =2K2°

IT. RISIKOVURDERING AV LIVSFORSIKRINGSYVIRKSOMHETEN

IT.1. Lundbergs makromodell for vurdering av risikoen ved

en apen forsikringshestand.

La oss se litt pa hva som skjer i et vanlig privat for-
sikringsselskap - enten det na er et skade - eller livsfor-
sikringsselskap.

P3 et tidspunkt t har selskapet N, poliser i sin
portefglje. For en vilkarlig av disse poliser, la oss si nr. i,
er sannsynligheten for at krav skal oppsta i tidsintervallet t
til t+dt 1lik hi(t)dt. Avhengig av de nzrmere omstendig-
heter i forbindelse med forsikringstilfellets inntreden er den
forsikringssum som skal utbetales forskjellig. La sannsynlig-
heten vare Fit(y) for at forsikringssummen Y er mindre enn

eller lik vy, gitt at krav oppstar pa polisen. Vi vil fore-
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lopig forutsette at det ikke er noen sammenheng mellom
kravene for de Nt poliser; mer presist: De Nt polisers
skjebner i intervallet (t,t+dt) er stokastisk uavhengige.
Vi vil tenke oss at den forsikrede pa tidspunktet t
mad betale premie for den forsikring som han har i tidsinter-
vallet (t,t+dt). Nettopremie for polise nr. i vil i si

fall vare

+ Q0

Ti(t)at =N (e)at | yaF(y) (1)

-c0

(Muligheten for negativ forsikringssum vil bli kommen-
tert senere).: Dette er nettorisikopremien. La bruttorisiko-
premien vare Bi(t)dt. Denne premien er ment & skulle dekke
forsikringen i intervallet t til t+dt. Vi vil anta at den
fremkommer ved et konstant prosentvis tillegg til netto-
premien, altsd Bi(t) = (1ﬁx)TTi(t). N& vet vi at i alminnelig-
het foregar ikke den faktiske premiebetaling ifglge avtalen
pa denne maten. I skadeforsikring vil det riktignok ofte veare
tilnermet riktig & beskrive premiebetalingen som ovenfor,
serlig hvis premieterminene er korte, men i livsforsikring vet
vi at den faktiske premiebetaling ofte er en helt annen.
Premie erlegges pa visse tidspunkter til dekning av aktuell
og fremtidig risiko. Resultatet er at det er kortere eller
lengre tidsrom hvor der overhodet ikke betales premie. Belgpet
til dekning av bruttorisikopremien for disse perioder er inn-
betalt tidligere. Nar avtalt premie overstiger bruttorisiko-
premien i vedkommende tidsintervall vil det overskytende bli

lagt til side til dekning av senere risikopremier. Resultatet
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er den velkjente fondsopplegning i form av premiereserve. En-
hver forsikret har en premiereserve "pa konto" i forsikrings-
selskapet. Den effektive forsikringssum som er gjenstand for
forsikring er derfor forsikringssummen ifglge kontrakten

minus den forsikredes premiereserve, dvs. risikosummen. I

prinsippet oppstar fonds ogsd i skadeforsikring (p.g.a. diskret
premiebetaling). De vil vare av mindre sterrelsesorden, fordi
sjansen for krav er konstant og avtalt premie justeres etter-
som avtalt forsikringssum varierer.

Vi skal oppfatte disse fonds som de forsikredes opp-
sparte midler som egentlig ikke vedrerer selskapets risiko-
forretning. Selskapene har pd ethvert tidspunkt "rett" til
a ta av dette fond til reduksjon av forsikringssummen og til
utredning av risikopremien. Selskapet oppferer fondet som et

passivum og det er ruinert hvis det ikke har aktiva til

dekning av dette passivume.

Vi kan derfor nar det gjelder vurdering av risikoen for-
bundet med usikkerheten ved kravene og forsikringssummens
sterrelse, arbeide med det skjema som er beskrevet ovenfor. Vi

betrakter m.a.o. risikoforretningen isolert og holder spare-

premiene og premiereserven utenfor. Vi ser bare pa risiko-

premiene og risikosummen. I denne risikoforretning oppstar
naturligvis ingen premiereserve. Differensen mellom tidligere
innbetalte tariffrisikopremier og utbetalt risikosum gar til

et sikkerhetsfond (bonusfond), eller det utbetales direkte som

aksjeutbytte eller som bonus til de forsikrede.
Vi tenker oss altsa selskapet oppdelt i et spareselskap

og et risikoselskap, skjematisk fremstilt som nedenfor:
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Innbetal?bbruttopremie
—~

Spareselskap -~ _ Risikoselskap
Inn Ut | Inn Ut
e ’ Ny
Sparepremie (Risikopremie)J%Risikopremie Dedsfallserstatning
Renter Dodsfalls~- (brutto) /////
erstatning ////
_ s
4,4//
Premiereserve Ri<ikosum
A\ e :
\7
N
Forsikringssum

(I virkeligheten er selskapet forst konkurs nar det ikke
har disponible midler til & avsette premiereserve og til 2
dekke risikoselskapets erstatningsutbetalinger. Det "totale"
selskap kan sdledes manipulere slik at (noen av) midlene til
risikoselskapet anvendes i spareselskapet, eller omvendt.

Forsikringsselskapets totale risiko er ikke lik summen
av risikoene for de to forretninger. Man kan f.eks. tjene sa
godt pa& spareselskapet at overrenten som oppnas der, virker
som en stotpute som demper risikoen i risikoselskapet.)

I dette avsnitt vil vi imidlertid se helt bort fra spare-
selskapet og bare studere risikoselskapet. Vi vil betrakte dette
som konkurs hvis det ikke kan dekke sine spesielle forpliktel-
ser uten hjelp "utenfra", dvs. fra spareselskapet.¥

Sannsynligheten for et krav pa selskapet i tidsinter-

vallet t +til t+dt er apenbart
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Ny Ny

M, (=) (e)ae) = at ;ki(t)m(dtz) =\ dt+o(dt?)  (2)
i= i=

I

idet vi har innfert

| Ni
>\‘t = Z ?\i(‘t) (3)

i=1

Sannsynligheten for krav pa polise nr. i og nr. j 1 inter-

vallet er apenbart %'i

(t}f\j(t)dt2. Sannsynligheten for mer
enn et krav i et intervall av lengde dt er altsa av sterrelses-
orden dt2 eller mindre. Med en ngyaktighet av denne steorrelses-
orden kan vi altsd betrakte krav pad de enkelte poliser i inter-
vallet t til +t+dt som hverandre utelukkende begivenheter.

Den betingede kumulative sannsynlighet for at kravet 1

intervallet t til +t+dt er mindre eller 1lik y gitt at

krav oppstadr i intervallet, blir etter I.1.(7)

N
F ly) = 3, 1 (£)F;  (y) (4)

7‘ti1

I skadeforsikring vil det belgp som blir utbetalt pa den
enkelte polise vere avhengig av skadens omfang. Fordelingen
gitt ved F..(y) vil derfor ha en viss spredning. Spredningen
i fordelingen gitt ved Pt(y) vil vanligvis vere stegrre fordi
risikosummen ogsa vil avhenge av hvilken polise det dreier seg
om.

I livsforsikring er )~i(t) en dedsintensitet,og sann-
synlighetsmassen definert ved Fit(y) er konsentrert i ett
punkt, svarende til at kravets stgrrelse er gitt, f.eks. lik

differensen mellom forsikringssum ifglge kontrakten og premie-
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reserven for polisen. Spredningen i fordelingen Ft(y) vil
derfor i sin helhet bero pad variasjonen i risikosummen fra
polise til polise.

(En unntagelse er invalidepensjonsforsikring hvor man vil
ha en viss spredning i fordelingen, idet invalidepensjonens
stgrrelse avhenger av graden av invaliditet. Her vil derfor
Fit(y) ikke vere ettpunktsfordeling.)

La ellers erstatningen for polise nr. i pa tidspunkt

t med sikkerhet vere Sit’ slik at

7

(O for y < Sit

]
'—l
(-+
~
1}
A

Da har vi:

—————

N
Foly) =5 . 2 (o)
t Ql‘Sit-Y;

-

Selv om Fit er en ettpunktsfordeling behsver altsa ikke det
samme gjelde for Ft'

Bemerk at ved en lgpende livrente vil risikosummen va&re
lik minus premiereserven, dvs. en negativ erstatning.

En eventuell enkepensjon kan bekvemmest oppfattes som
to poliser, med avgangsintensiteter lik henholdsvis mannens og
hustnuens dedsintensiteter. La V vare premiereserven nar
begge lever og Vy premiereserven hvis mannen er ded og
hustruen lever. Risikosummene for de to poliser er da henholds-
vis V,-V og -V.

La oss vende tilbake til vart generelle skjema. Total

nettorisikopremie i intervallet (t,t+dt) blir .ifelge (1)
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+a0
T(t)dt = dt T () = at3M(t) [ yaFy(y)
* -
som kombinert med (4) gir
+ 0D
T(e) =N | oyer(y) (5)
“ow

Total innbetalt bruttorisikopremie i intervallet

(t,t+dt) blir
B(t)dt = dt E_Bi(t) = (1+)TT(t)dt (6)

Det er selskapets totale drift som interesserer o0ss,

ikke de enkelte poliser. Derfor har vi foretatt en aggregering
av bestandens enkeltpoliser og oppnadd felgende data for
intervallet (t,t+dt):
Sannsynligheten for krav i tidsintervallet er h,tdt.
Den betingede kumulative fordeling for erstatningen,
gitt at krav oppstdr ved tidspunktet t | er Ft(y).
Den totale nettorisikopremie er T (t)dt, hvor
+00
Te) =2y | yaF ()
-
og den totale bruttorisikopremie er B(t) = (1+&) W (t).
Vi forutsatte ovenfor at de enkelte polisers skjebne 1
intervallet (t,t+dt) var stokastisk uavhengige. Dette var
grunnlaget for avledning av h‘t gitt ved (3). N& er det

imidlertid klart at vi uten videre kan la forutsetningen om

uvavhengigheten mellom polisenes skjebne falle. I stedet kan vi




eksplisitt postulere at det er en sannsynlighet pa >\tdt for
krav i intervallet (t,t+dt) uten & bekymre oss om hvorledes
denne sannsynlighet kan avledes av sannsynligheter knyttet til
enkeltpolisene. Dermed beheover vi heller ikke bekymre oss med
distinksjonen mellom enkeltpolisene, som kan vaere uklar bade
i skade- og livsforsikring. (Det er jo under alle omstendig-
heter klart at det vi har kalt "polise" ikke kan identifiseres
med den enhet det utstedes polisebrev pa.)

Vi vil nd innfere en ny forutsetning i vart system som
ikke kan avledes av vare forutsetninger om de enkelte poliser.

Vi vil forutsette at erstatningsbelgpene og antall krav for

forskjellige ikke-overlappende tidsintervaller er stokastisk

uvavhengige. Spesielt vil altsa det totale erstatningsbelep i

et intervall (t,t+ds) vere uavhengig av hva som er utbetalt

pa poliser fgr tidspunktet t. Ved en fgrste refleksjon kan
det synes som om dette er en svaert lite realistisk forutsetning.
I livs- eller brannforsikring oppherer ofte en polise a
eksistere nar erstatning finner sted. Disse polisers skjebne
etter tidspunktet t avhenger derfor i hegy grad av hva som er
skjedd fer t. Betydningen av dette moment blir imidlertid
uvesentlig nar vi istedenfor 3 betrakte den enkelte polise,

ser pa erstatningsbelgpene under ett i et normalt selskap med
mange poliser og med stadig nytegning. Hvor mange og hvor store
erstatninger som vil bli utbetalt et gitt ar vil ferst og
fremst avhenge av bestandens sammensetning. Hva som skjedde
foregdende ar av erstatningsutbetalinger har relativt liten
innflytelse pad bestanden,og dermed pa arets erstatninger. Over

et lengere tidsrom bakover i tid vil det vare nytegninger som 1
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forste rekke far betydning for bestanden i dag, mens de for-
tidige erstatninger vil vere av relativt liten betydning.
Til slutt skal vi forutsette at fordelingen Et for

enkelterstatningene er uavhengig av _tiden, vi skriver

Ft(y) = F(y). Dette betyr at erstatningsbelgpene for de
poliser pa hvilke det faktisk oppstar krav, har en fordeling
som ikke varierer med tiden. Men bemerk at forutsetningen ikke
utelukker at totalerstatningen over forskjellige tidsrom
varierer sterkt p.g.a. variasjonene i antall krav. Forut-
setningen er naturligvis innskrenkende; men ver oppmerksom pa
at den godt kan vere oppfylt selv om erstatningsfordelingen
for de enkelte poliser varierer med tiden.

(Med var tids inflasjon kan denne forutsetning virke
meget urealistisk, idet erstatningsbelgpene i nominelle kroner
vil ha en tendens til & gke i sterrelse med tiden. Hvis man
imidlertid tenker seg et indeks som reduserer (deflaterer) de
nominelle erstatningsbelegp til "faste" kroner, virker det
rimeligere at fordelingen for de deflaterte erstatningsbelop
er uavhengig av tiden.)

Den statistiske bestemmelse av F(y) kan tenkes & skje
ved & ta opp statistikk over de fortidige erstatninger i til-
fellene hvor krav har oppstatt. En hyppighetsfordeling for disse
erstatninger gir et tilnmrmet estimat av fordelingen F. Vi
kan naturligvis ikke i sin alminnelighet estimere F statistisk
ved & lage en hyppighetsfordeling over de hypotetiske er-
statninger som ville ha blitt utbetalt i tilfelle krav pa de
forskjellige poliser i bestanden. En slik estimering ville

hvile pa den forutsetning at sannsynligheten for krav var like
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stor for alle poliser. Derimot kan F bestemmes statistisk av
bestandstallene pd en annen mdte, som vi skal komme tilbake til
senere.

Vi ser at forutsetningenevi har gjort om forsikrings-

bestanden har ledet oss til den sammensatte Poissonprosess som

beskrevet 1 I.1. Det er dette som er Lundbergs makromodell for

forsikringsvirksomheten. Som i I.1 kan kravintensiteten k‘t
formelt elimineres ved & innfere effektiv tid.” Modellen inne-
holder da to elementer F og o . Pa grunnlag av modellen kan
man nd bestemme den kumulative sannsynlighetsfunksjon F(x;t)
for samlet erstatning X{t) i et tidsrom av lengde t. Med

en gitt sikkerhetsreserve u til & starte med, kan man ogsa
beregne @}(u) som er sannsynligheten for ruin i fremtiden
under forutsetning av at hele det fremtidige overskudd gar til
sikkerhetsfondet. Herav kan risikoen ved forsikringsvirksom-

heten vurderes.

%) Premieintensiteten B(t) vil avhenge av tiden bare via h‘t’

og blir derfor konstant nar man innfegrer effektiv tid. Vi har

nemlig

B(t) =((i+) W(t) = (1+)2 SydF, (y) = (1+)A p,

Innbetalt premie i et effektivt tidsintervall av lengde T blir

da

B(t)dt = (1+e)py \R,dt = (1+)p, T

O -

Altsa er premieintensiteten etter transformasjon til effektiv

tid T , 1lik (1+st)py-
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Det er klart at risikoen ved forsikringsvirksomhet pi
et gitt tidspunkt md vurderes pd grunnlag av de tre grunn-
elementer i Lundbergs modell : F,%,u. Risikoen kan endres ved
d variere disse tre sterrelser. Den blir 8penbart mindre hvis
o eller u gker. Den kan ogsd minskes ved a skj®re av den
gvre "hale" av erstatningsfordelingen F, f.eks. ved a
reassurere all overskytende erstatning over et gitt belgp. Det
er altsa naturlig & velge en funksjon av Fyl,u som mdl for
risikoen. Mange mdl for totalrisikoen kan naturligvis komme

pa tale. Ettav dem er

Yu) =yg ()

Sterrelsen angir sannsynligheten for ruin en eller annen gang,

men sier intet om nar ruin skal inntreffe. Selv om denne
stgrrelse var ner 1, kan dette alene ikke taes som bevis for
at selskapet er i faresonen. Beregningen av W hviler dess-

uten pa den forutsetning at hele overskuddet under enhver om-

stendighet legges tilside. Slik vet vi at det ikke foregar i et

selskap 1 praksis. Hvis selskapet over visse perioder har
relativt betydelige overskudd, vil deler av dette bli utdelt
som bonus, aksjeutbytte e.l.

W ma derfor ikke oppfattes som noe mer enn et maltall

som muligens kan brukes til a sammenligne risikoen i forskjellige

situasjoner. Hvis f.eks. selskapet nedsetter sikkerhetstil-

legget til nettopremiene fra oL til oi—é, kan dette kompen-
seres ved & oke sikkerhetsreserven fra u til ut+tA, safremt

\VF (u+a) —LfF (u). Hvis selskapet innfgrer en reassuranse-



- 60 -

ordning som endrer fordelingen for erstatningene fra F til
G, kan man minske sikkerhetstillegget med S uten a endre

. . o 1‘.1 =
risikoen, safremt %JG,dfg(u) 1¥F,dfu). Alt dette forutsetter

naturligvis at “v aksepteres som mdl for risikoen.

IT.2. Stopptap-reassuranse.

En stopptap reassuransekontrakt mellom cedenten (dvs.
den som blir reassurert) og reassurandgren gar ut pa felgende:
Hvis dgdsfallserstatningene i et gitt tidsintervall overstiger
et visst belep,skal reassurandegren betale en bestemt sum til
cedenten. For denne reassuranse ma cedenten erlegge en re-
assuransepremie ved periodens begynnelse.

Vi skal se pa beregning av reassuransepremien ved en
spesiell slags stopptapkontrakt. Vi vil g3 ut fra at hvis
dedsfallserstatningene + premiereserveavsetningen for perioden
overstiger rente + premieinntektene,skal reassurandgren godt-
gjore hele det underskudd som derved oppstér.ﬁ)

Cedenten kan representere en apen eller lukket bestand

av poliser. Det vanlige vil naturligvis vere at bestanden er

apen,og det er den situasjon vi vil betrakte. Vi m& da &penbart
, 09

%) Beregning av reassuransepremie etter den her beskrevne metode
er gjennomfgrt i en konkret situasjon av aktuar Magnus Hegranes.

Vi felger her stort sett hans tankegang.
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gjoere en antagelse om tilgangen og den frivillige avgang i
kontraktperioden. En enkel mate & gjere det pd er a anta at
bestanden er stasjoner, dvs. at til enhver tid 1 perioden er
antall personer i bestanden i alder (x,x+dx) 1lik 7\de for
z £ x £w. Vi antar altsd at de K‘4O 40-3ringer pd et gitt
tidspunkt vil om, f.eks. 2 ar, vaere erstattet med A‘4O nye
40-aringer som utgjer de 7\38 38-aringer som var 38 ar for to
ar ;siden med fradrag av de som er dede eller frivillig av-
gdtte og med tillegg av de som er trddt inn. En spesiell mdte
a oppnd stasjonzritet pd,er som bekjent & anta at dedeligheten
holder seg konstant, at all inntredelse skjer i laveste alder
z, at denne har holdt seg konstant de siste w -z érlog at
ingen frivillig avgang er mulig.

Stasjonmritet over lengre tidsintervaller er sjelden
til stede, men over sa korte kontraktsperioder som det er tale
om ved reassuranse (1 eller 5 &r) kan det likevel vere til-
nermet riktig & gjere forutsetningen.

La aldersintervallet (z,w) vere delt i delintervallene
I

I med midtpunkter henholdsvis Xq9Xpyees o Antall

1,2,'..
personer i aldersintervall Ij er da

L, = | ™ ax (1)

til enhver tid i perioden. Antall dede i aldersintervallet Ij

i perioden kaller vi Dj' Dette er altsa antall personer som

ved deden hadde alder i intervallet I., de er ikke utgatt av

J’
antall levende Lj ved periodens begynnelse (eller p& noe

bestemt annet tidspunkt).
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Vi antar at dedeligheten i bestanden kan angis ved
dedsintensiteten My Som en tilnermelse vil vi tenke oss at
alle personer i aldersintervall Ij har alder X5 e Sannsyn-
ligheten for at det skal de en person i aldersintervall Ij
i lgpet av et tidsintervall av lengde dt er

1-(1 e.

- ( -/,qxjdt) N Ljpxjdt (2)
Kontraktsperiodens lengde er T. Antall dede Dj i kontrakts-
perioden i aldersintervall Ij er altsa Poissonfordelt med
parameter Ljﬁij' Vi har felgelig for sannsynlighetsfor-
delingen for Dj:

/ d
\Ljp&.T) Lip T

Pr(D. = d) = —E',"L—— e J (3)
Videre for forventing, varians og kumulanter
EDj = var Dj ='3{(Dj) = LjVX T (4)

Det er utvilsomt ikke helt teoretisk tilfredsstillende
pa den ene side a forutsette at Lj—ene er faste gjennom tiden,
uten tilfeldige variasjoner, og pa den annen side a forutsette
at dedsfallene Dj er stokastiske variable. Hvis man
eksplisitt lager en noenlunde realistisk modell for tilgangen,
vil ogsa Lj—ene vere stokastiske. Hva vi - sterkt forenklet -
forutsetter, er at tilgangen varierer neyaktig i takt med
dedeligheten,; slik at Lj-ene blir konstante. Dermed forutsetter

vi ogsa konstant premiereserve E;ijLj gjennom kontrakts-
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perioden, se ligning (11) nedenfor. For korte kontrakts-
perioder vil denne mangel pad realisme formodentlig ikke veare
vesentlig, sd lenge formdlet er & beregne en stopp-tap
reassuransepremie for dekning av reassuranseerstatning ved en
ugunstig tilfeldig variasjon i dedeligheten.

I forste omgang vil vi se pa en situasjon som er
spesielt enkel & behandle. Polisebestanden bestar av enkle
livsforsikringer, alle med samme forsikringssum S og samme
tegningsalder z. Tilgangen bestadr altsa bare av z-aringer
og den antas konstant, mens det ikke er noen frivillig avgang.
Forsikringen betales med en kontinuert premie i forsikrings-

tiden
T(1+e) = S(z= -8) (1+¢) (5)

idet renteintensiteten er o og sikkerhetstillegget til
nettopremien er 100 ¢ %.
Vi antar at den totale fondsavsetning for en person i

alder x er nettopremiereserven
gx
sv, = s(1--%) (6)
X —
a
Premiereserven i bestanden holder seg apenbart konstant 1lik
S &V, L (7)

J

Samlet dedsfallserstatning i lgpet av kontraktperioden er
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S> Dj (8)

Anta som en tilnermelse at utbetalingene faller jevnt over
perioden slik at det pr. tidsenhet utbetales %-E:Dj.
Cedentens regnskap for perioden ser na slik ut)nér w

betegner kontantverdien av overskuddet ved periodens begynnelse:

Inntekter Utgifter
Sikkerhetsfond ue§T Dgdsfalls- _ <
erstatninger s_ = 2> D.
T )
Gammel reserve ETSE\/ L med rentetap
med renter € X: ]
J Reassuranse- ST
premie e P

Premier med renter s T(1+&)S L.
Tj ~ ]
Ny reserve S > VX.L.

Overskudd We

hvor s—= 1-(eél--1)
T1 8

Av samlet dedsfallserstatning kan som kjent noe tas av fonds-
midlene,mens resten ma utredes av de risikopremier som er
innbetalt 1 perioden:
.= . + .
$2 Dy =S2DV, +3DR (9)

3 I Xy

hvor Rx = 8(1-Vx) er risikosummen for en person i alder x.
Nettopremieinntekten med renter spaltes i spareandelen og

risikoandelen -

ST = s . SP 4+ 3 . ri 1
5.1 2 L. SﬂZLva.+Sﬁ§ Ly, (10)
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Sp og TN il

hvor || <

er henholdsvis spare- og risikopremien
for en x-aring.

Sparepremiene oppsamles i reservefondet. Disse premier
pluss det gamle fondet med renter ma derfor vere akkurat nok

til & dekke ny reserve samt premiereserveutbetalingene til de

dgde. Vi har derfor

X5 3

.zL TP+ ‘S’Tszv Ly =83V, L+% %ZDJ.VX_ (11)
°T %3 %3 j T j

Denne ligning md vere tilnermet riktig likegyldig hvorledes
dedsfallene forlegper. (Ligningen inneholder utvilsomt en liten
selvmotsigelse, idet bare siste ledd er stokastisk. Se imidler-
tid kommentaren etter ligning (4) ovenfor.) Trekker vi ut de

to ledd pd venstre side av (11) pad inntektssiden og de to ledd
pa heyre side pa utgiftssiden,og diskonteres alle belgp til

regnskapsperiodens begynnelse, faes fglgende regnskap:

Inntekter Utgifter
Sikkerhetsfond u Risikosumut- % 5_}§_D.Rx
betalinger T J %5
Sikkerhets- _
bidrag a__T&ZzL. | Reassuranse-
T) J | premie p'
Risikopremie-  _ ri
inntekt a Ej;fﬁ' Overskudd W
TIT 3%
Vi innfgrer betegnelsene
._rl
K=u+a~l |E.§L+§L x_
J (12)

- 1=




og far

W = K-cg_Dijj-p' (13)
Begge storrelsene (12) lar seg lett beregne.
Reassurandgren ma altsa betale et belgp med kontantverdi
-W til cedenten hvis W < 0, men intet hvis W = 0.
For den stokastiske variable W har vi nd ifglge (4)

fplgende forventning, varians og kumulanter:

p= EW = K-cT > Rx.Lj“x.'p'
J J
52 = var W = c2T.S'R2 L. (14}
X: 3%
J J
Pl = (1) ¢
nfw) = (-1) T2 R JLJ.}AXJ'

De standardiserte kumulanter for W er derfor

~
¥ ¥ R, L.u
_ (1) AN I BTN
¥, =25 > V=3 (15)
T (2 Ri‘Lj,u-X.)Q
ivTd

Den kumulative sannsynlighetsfunksjon for W er derfor til-

nermet
kS ¥ ¥q2
e ¢ w) = 6(458) - 2 61 (422) 47 61 (4R + T 6100 -
= H(%R) = G(*27) +H_(*3R) (16)

idet definisjonen av H_  felger av denne ligning. (Merk at H
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er absolutt kontinuerlig, selv om fordelingen for W ikke

behgver vere det.)

Sannsynligheten for at cedenten skal motta noe fra

reassurandgren ved periodens slutt er apenbart
Pr(W £ 0) = H(- §) (17)

Nettoreassuransepremien P er forventningsverdien av

det belgp som cedenten mottar, altsa

, o
P = -deWH(ﬂ:-P-) = -PH(-%)-ch taH(t) =
“on -
8 o (18)

N3 har vi

X X 12
] ) -
j tdG(t) = — \ te dt = -g(x),
Vor o

=D -0

mens de to siste ledd i (18) ved delvis integrasjon blir lik

Innsettes uttrykket for H_. ( ifplge (16)) i dette integral og
benyttes

faes
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2
P . >, .93 ] 93
E--2hcle®«2 oD +52 oD ©+F M E  (19)
- K-cTZijLjfuxj "
hvor F = > b=

(19) sammen med (14) og (15) er grunnlaget for bestemmelsen

av P og P'.

Hvis vi spesielt setter P' = P bestemmer (19) en ren

netto-reassuransepremie. Vanligvis ma man imidlertid regne med

tillegg til nettopremien P pa grunn av at reassurandegren
lgper annen risiko i forbindelse med kontrakten. Man setter

derfor

P' = P(1+4) (20)

hvor /\ er skjennsmessig ansatt. (19) og (20) bestemmer da P
og dermed ogsa P'.
Premien P er altsa rasjonelt begrunnet ved risikoen

for underskudd pa& grunn av tilfeldige variasjoner i dgdelig-

heten, mens det ikke er gitt noen regel for fastsettelsen av
tillegget PA . Hvis ovenstdende beregning skal ha noen
interesse mad situasjonen derfor vere slik at de tilfeldige
variasjoner i dedeligheten gir noe grunnlag for bekymring, dvs.
at cedentbestanden er liten (f.eks. en liten "kasse"). Hvis
cedentbestanden er stor, f.eks. et stort livsforsikrings-
selskap, vil risikoen for underskudd pa grunn av tilfeldige
variasjoner i dedeligheten vare helt ubetydelig , mens
kommersiell risiko og risikoen for systematisk endring i dede-
ligheten (av epidemisk og sekulasr art) vil vere det vesentlige.

Da vil det vesentlige problem ved premieansettelsen bestd i a



finne P{ ,o09 det gir ovenstdende utledninger intet grunnlag

for.

Var forutsetning er altsd at vi har en relativt liten

bestand som skal reassureres.

Vi skal nd se pa en litt mer komplisert situasjon enn
den vi betraktet ovenfor. Vi oppgir forutsetningen om at
tegningsalder og forsikringssum er den samme for alle poliser,
men forgvrig antar vi fremdeles at cedentens bestand bestar av
livsvarige livsforsikringer. Reassuransekontrakten er som
tidligere beskrevet,og vi forutsetter som ovenfor at bestanden
er stasjonzr.

I den enkle situasjon vi hittil har betraktet var det

mulig & skrive samlet risikoutbetaling som

R=2 DR (21)
j

(se ligning (13)) hvor alle R, er konstanter mens Dj er
Poissonfordelt. Hvis na tegningsalder og forsikringssum
varierer for poliser med samme aktuelle alder, vil dette ogsa
vaere tilfellet med udekket risiko. De D. personer vil derfor

J
utgd med forskjellige risikosummer,og (21) er ikke lenger

riktig.
La oss betrakte de L personer i bestanden. La deres
aldre veare Y{9Ypseees¥Vp 09 deres udekkede risici

ZqsZopyeeesZye Sannsynligheten for at et krav skal oppstd i
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lgpet av (t,t+dt) er
L
(22)

dt;&iﬁﬁ 9
i=1 Yi
mens den betingede sannsynlighet for at det er person nr. 1i,

med alder y; som gjer krav gjeldende, gitt at krav oppstdr, er
Jt - (
q; =M, /2 23)
OYy =Yy
La Z(t) betegne storrelsen av selskapets utbetalings-
forpliktelser pd tidspunktet t. Forutsetningsvis er:
>0

pr(z(t) & zgkrav fra person nr. i) = G(i)(z) for alle t

0g
; 0O for =z < z;

G(i)(Z) =

-

)

1)

]

L1 fo z Z -
- r i

Vi har for oss en heterogen bestand inndelt i L risikogrupper

med kravintensiteter henholdsvis My ""%“y og med erstatnings-
1 2
Det fglger av I.1 at

fordelinger henholdsvis G(1)""’G(L)'

£

F(z) = Pr(z(t) = z!krav)

La oss na gjgre samme betraktning for aldersgruppe Jj hvor

det er Lj personer. Da kan vi som en tilnermelse sette
Xs o

like store, nemlig lik 3 Vi finner da av

alle aldre v,
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(24) for den betingede kumulative sannsynlighetsfunksjon for

kravets sterrelse i aldersgruppe j:

F. = . )
5(2) LZJ/L. (25)
J
hvor
sz = antall risikosummer i aldersgruppe J
som er £ z.

Ej(z) er lik den kumulative hyppighetsfordeling for risiko-

summere i aldersqgruppe Jj. (Det er altsd her tale om en _eksakt

relasjon, ikke den vanlige tilnermete likhet mellom hyppighets-
fordeling og sannsynlighetsfordeling.) Statistisk kan alle Fj
bestemmes enten ved & oppta fullstendig statistikk over risiko-
summene i aldersgruppene,eller ved a oppta samme statistikk for
et tilfeldig utvalg fra hver aldersgruppe.

La na samlet utbetalt risikosum i aldersgruppe j 1
perioden vare Rj‘ Denne stegrrelse har altsd en sammensatt
Poissonfordeling med kravsintensitet /Ax.Lj og med sannsynlig-

hetsfordeling for erstatningens stgrrelse Pj(z). Herav folger

at kumulantene for Rj er gitt ved

BK(RJ.) = Tuy Lipys = Ty o (26)
j i
hvor
- (e =L 392 - La (27)
Pu3 j Ly 2q 713 T Ly

hvor Z1j""’ZL j er risikosummene i j-te aldersgruppe.
7 j’
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N& er overskuddet for perioden analogt med (13) gitt

ved

W= K-c> R;-P' (28)

hvor

- - — I‘i
K u+aﬂ(5§~”i+ > (29)

EE'WE' er summen av nettopremiene og 2 TF il er summen
av risikopremiene for alle L personer. ¢ har samme mening
som for.

Vi finner herav

0 =5?\1(W) = EW = K-P'-¢T Eﬂx.’”ﬂ. (30)
S T

2& - v ;

fW) = (ec) T2pm ot (31)
/T3

hvor Lj 5
L =7, (32)

Yiooi= Y

Spesielt er

g% = var W =2&2(W) (33)

De standardiserte kumulanter for W blir derfor

v ZHyy
X~= (-1)1 X_] J S (34)
2 (Za o, )2

”*xj Zj
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Sannsynlighetsfordelingen for W er derfor gitt ved (16) med
0y I og ¥, bestemt ved (30), (33) og (34). P og P

bestemmes som for av (19).

I praktisk forsikring fremkommer ikke tariffpremie ved
a gjore et konstant prosentvis tillegg til nettopremien. Det
vanlige er at man legger de forskjellige grunnlagselementer
til den sikre side og beregner premien ut fra dette. Det
gjelder ogsa /Ax som er av spesiell interesse 1 denne sammen-
heng,siden det er usikkerheten pd grunn av tilfeldige varia-
sjoner 1 dedeligheten som vi beskjeftiger oss med. Dette reiser

ingen nye matematiske problemer av betydning.

Spersmalet oppstar imidlertid hvilken/u_x vi skal

benytte i formlene (30) - (33). Det er dpenbart at vi ikke md

benytte grunnlagsdgdeligheten. Den har jo sikkerhetsmargin)og

det er denne sikkerhetsmargin som gir grunnlag for overskudds-
dannelsen. Hvis vi derfor ved beregning av reassuransepremien

P' gar ut fra beregningsgrunnlagets Mxo vil det si at vi
regner med at dette er den faktiske dedelighet, dvs. ingen
overskuddsdannelse. Det er da klart at premien P' wvil bli
urimelig hey. Vi ma derfor konstruere et nytt dgdelighetsgrunn-
lag for beregningen av P' som ligger nar opp til det faktiske,
kanskje med en ubetydelig sikkerhetsmargin. Det er i denne for-
bindelse viktig a vare oppmerksom pa at P' er meget fglsom

overf variasjoner 1 .
erfor J T /*x
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