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Noen grensesetninger i sannsynl.ighets:regnin~ 

1. Grense i sannsy~lighet. 

La vrere en f¢lge av stolrnsticke variable. Det er 

fl.ere mater a definere en grense for f¢lgen, og vi skal f¢rst ta for ass 

Defini.sjon l. Hvis for cnhver s>o 

lim P( lz ~al<d - 1 
n->co 11 

s:i.er vi au {Z } har a som grense 1 sanns~ghet 
~ !1 

konvergerer mot a 1. sannsynlighet og vi skriver 

{Z } har 
11 

plim 
n->oo 

Z = a 
n 

Hvis Z er en stokastisk variabel og plim 
n _)«I 

Z son. gwens::: i sannsynlighet og skriver 

z 
n 

= z 

ell er at {Z } 
n 

(Z ~ 
n 

z) =: 0, sJ_er vi at 

La oss se pa noen eksei!!.pler pa f¢lger av stokastiske variable 

som konvergerer i sannsynlighet. Tsjebysjeff's ulikhet (Sverdrup I, 

s. 60 og s .115) kan ofte brukes t il a bevise konvergens i sannsy;:llighet • 

Eksempel 1. (Tsjebysjeff's lov om de store tall) x1 ~ x2 , ••• er 

uavhengige oed samm.e forventning 

z ::: 
n 

:n 
l~~ -;:__ x. = x 
n i=l i n 

da er if¢lge Tsjebysjeff's ulikhet 

• ? . 
og varians rr. , Sett 

Det f¢lger at lirn 
n->oo 

P(!Z 
n ~l<s) = 1, dvs. 

plim 
n 

x 
n 



Eksempel 2 La 

z 
n 

x 
n =-
n 

og vi far ved Tsjebysjeff's ulikhet at 

plim 
n 

z = 1 
n 

n frihetsgrader. Sett 

Eksemnel 3 La 
~--"'---·-

{c } v-cere en f¢lge av reelle tall med lim c = c • 
n n 

Vi skal vj se at lr.ris plim Z = 
n n 

Z er nlim c Z = cZ : 
~ n n 

n 

siden le Z -cZl<lc l·IZ -Zl+lc ~cl 0 !zl nn - n n n " 

er 

P( ~ ~ -czf>E)< P(!c J•jZ -Zl+ic -c!·!Zl>E) 
n n - - n n n ·-

Sett 

Da har vi 

c ;:::: A ,'1 13 

ell er 

CC A CB 

og vid~re 

P(C) < P(A U B) < P(A) + P(B) 

Samm.en med ulikheten ovenfor gir dette 

P(!c Z -cZl>E)< P(!c l·IZ -Zj>E.) +P(jc -cl•IZ!~) nn -- n n -2 n -2 

La M vc:ere slik at le I< M for alle n n-

P(!c !0 IZ -ZI>£)< P(M 0 IZ -Zj>~) -> o 
n n -2- n -·2 

n ->ro 

da f2ir vi 

n 
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siden nlim Z = Z 
~ n 

n 

siden Z er en stokastisk variabel, det vil si 

P( I Z I <.00) = 1 

Vi har na vist det vi skulle, nemlig at 

P(lc Z -cZl>E) -> o 
n n - n,-> oo 

Som et spesialtilfelle far vi at plim cZ = cZ hvis 
n 

n 

La oss anvende dette pa et nytt eksempel, 

plim 
n 

z = z. 
n 

Eks.empel 4. vrere uavhengige og identisk 

fordelte N(~,cr) 

Da er 

z 
n 

(? = 

n 
L (X.-X )2 
j=l J n 

a 

Xz-f'.ordelt med n-1 frihetsgrader. If¢lge Eksempel 2 er 

plim 
n 

oz (se Eksempel 3) 

Vi har ogsa at 

ved 0 anvende a 

plim 
n 

plim 
n 

Eksempel 

z 
n 

(n-l)cr2 = l eller ved a multiplisere med konstanten 

z 
n 

n-:. 

z 
n -n 

3 

= cr2 • 

= cr2 

med n-1 c = -n n 
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z 
Altsa er bade 

z 
n 

n·:.1 og n konsistente estimatorer for cr~ 
n 

Eksempel 1 kan generaliseres til 

Setning 1 (Tsjebysjeff) La x1 t x2 , ••• vrere uavhengige 

stokastiske variable slik at 

og slik at 

Da er 

1 n 
Pt--~X. 

'll ~ ]. i=l 

EXn = ~n og var X._ = 
Ill. 

(J 2 
n 

n=l,2, ••• eksisterer, 

0 nar 

r·!. n 
plim 1 5 X. 

n l n i=l 1 

1 n i 
- - I: t;. I = o 

n i=l 1j 

Bevis. 

l n 
- - y:-n .._...... 

~~l 

Arivender Tsjebyfijeff's 

I L:cr. 2 

UT i=l 1 
~. i<e:)> 1- -----]. - e: 

1 n 
ulikhet pa - ) x. 

n . 1 i ::i..= 

+ l nar n -> 00 • 

q.e~d. 

L~gg m~rke t~l at det ikke forutsettes at 

1 n n ~ f;i har noen grense nar n ->co ' men hvis grensen eksisterer' gjelder 
::i..=l 

!j~~l~e~ La f orutsetningene vrere som i Setning 1 og at 

da er 

lim 
n ->Oil} 

plim 
n 

Bevis. Sett 

l n L t:. 
n i=l 1 

n 
i L:. x. 
n i=l i 

- I:' - ..,, ' 

= I: ..,, . 

og 
1 n x = -~ x .. n n±;r l 

Til enhver e:>o finnes det en N slik at hvis n> N er l~n-t;1<2e: • For e: - e:: 

n>N gjelder - e: 

PC Ix -l;l<e:)>P( Ix-~ l+I~ -~J<e:) n = n n n 
> p( IX - ~ I< !:.. ) + l nar n + 00 • 
- tn :n 2 

q.e.d. 
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F¢lgende lemma kan nyttes i forbindelse med Koroll~r 

Lemma Hvis lim E; =E;, 
n n->co 

omvendte gjelder ikke alltid. 

sa er lim 
n->OO 

1 n - L E;. ;:; E; • Det 
n i::l 1 

Bevis. Til enhver e:>o finnes en N slik at bare n >N e: e: 

er IE; -~I< e: • n -

La na n >N 
e: 

1 ri 1 n l~ 2:: E;. -E; I= I - C (E;. -o ! <- - .L... I E;i. -s I 
n i=l 1 n i=l 1 - n i=l 

N 
1 e: 1 n 

= - I:: I E;.-E;l+I- L: !E;.-E; I 
n i=l 1 n i=N +l 1 

. e: 

N 
l e: 

< ~ L: I E;. -s I 
- n i=l i 

n-N 
+ _____£ e: 

n < e: + e: = 2e: 

bare n er tilstrekkelig stor. 

At det omvendte ikk.e alltid gjelder, sees av f¢lgende moteksempel 

E; = (-l)n n = 1, 2, ••• Denne f¢lgen har ingen grense, - men 
n ' 

- 1 2m ; = - I: .2m 2m . 1 
i= 

slik at 

t" = 0 ~n . og 

lim ~· = 0 
n n .->oo 

1 
2iii+l° 

q.e.d. 

Hvis vii Setning 1 forlanger at alle x1 , x2 , ••• er identisk 

fordelte, kan vi s1¢yfe kravet om at variansen skal eksistere. 

Setning 2. (Khintchin) Hvis x1 , x2 , ••• er uavhengige og identisk 

fordelte med forventning E;, er 
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plim X = ~ • 
n 

n 

Denne setningen vil ikke bli bevist her. Hvis leseren er kjunt 

med ka.ra.kteristiske funksjoner, finner han et enkelt bevis for Setning 2 

i f.eks. S.S~lilks :Mathematical Statistics s. 254, ellers kan setningen 

bevises ved elementrere metoder som i W. Feller : An Introduction to Proba-

bility Theory and its Applications s. 232. 

Eksempel 5, ~, x2 , ••• er uavhengige og identisk fordelte. 

Hvis r-te ordens moment eksisterer , sett 

;\ = E(X -cl 
r l 

1 n 
L (n) ~ - ~ (X.-c)r 
r n 4----1 1 

:i.= 

Ved a anvende setning 2 (eller Eksempel 1 hvis 
. r 

;\~ eksisterer)pa (X -c) , 
~r n 

n=l,2,... far vi 

plim 
n 

Speeielt gJelder for 
; 

L {n) 
r = ;\ 

r 

1) c = o at 
n 

1 . l ~ r 
Pim - L- X. 
- n n i=l 1 

2) c = EX = ~ 1 at plim 
n 

Setning 3. { Slutsk~r) 

funksjon av en variabel og 

plim 
n 

g(X ) 
n 

?lim X 
n n 

= g(X) 

mris 

= x 

= EX r , og 
l 

g er en reell kontinuerlig 

0 , sa er 

Bevis. Siden g er kontinuerlig, er g uniformt kontinuerlig 
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i ethvert lukket og begrenset intervall, [ -M, +M _] • Det vil si at hvis 

XE L -M' +M J og xn E [ -M' +M J sa vil det til enhver E: > 0 firuaes en 

o > o slik at 
E 

Ix -xi < o ~> lg(x ) -e(x)[ < e: n E: n 

Dette er ekvivalent ned 

hvis ls<x )-g(x)I > e: , mu enten Ix -xi >o n - n -E 

eller x 4 [ -M,+M J eller·· xn 4 [ -M,+M J 

Vi f nr derfor 

Lar f¢rst n ->oo 

lim sup P(jg(X)-g(X) j>E) ~ 
n 

lim sup P( !Xn-XI~ oE) + P( !xi > M) + lim sup 
n n 

~ P(!Xl>M) + P(IXI> ~) 

(se Appendiks A, setning 2(ii) og Setning 1) , 

siden 

medf¢rer at 

lim 
n 

P(jx I > M)< P( jxj > M ) • n ,... 2 

P(jx I >M) 
n 
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Ulikheten gjelder for alle M > o, vi kan derfor la M ->oo 

0 < lim sup 
n 

P( le<x ) -g{X) I >e:) < lim P( !xi > M) + lim P( !xi > M) = 
n - M ->oo M ->co 2 

0 • 

Altsa eksisterer lim 
ll ->OO 

P(jg(X ) -g(X)_I >e:) 
n - -

og er lik o. 
q.e.d. 

Setning 3 kan generaliseres til at g er en reell kontinuerlig 

funksjon av flere variable. Beviset gar som for en variabel. 

Setn1. ng 3* • Hv1· s g · · · er en reell kont1nuerl1g funksJon av 

k variable, og 

plim x(j) = x(j) 
' j = 1,2, ••• , k 

n 
n 

0 plim g(X(l) (k) (1) (k)) 
sa er ... ,x ) = g(X , ••• ,X 

n ' n 
n 

Legg merke til at det ikke er sagt noe om at x(l), ••• ,X(k) skal 
n n 

vrere stokastisk uavhengige. 

Eksempel 6. 

plim (X +Y ) = X + Y 
n n 

n 

Hvis plim X = X og plim Y - n - n 
n n 

og plim X •y = X• Y 
n n 

n 

= Y, er plim X 2 = 
n n 

Eksempel 7. La x1 ,x2, ••• , vrere uavhengige og identisk for

delte med forventning ~. Sett 

Vi skal vise at 

µr = E(Xl - ~)r 
n 

M (n) = 1 \ (X.-X )r 
r n i=l i n 

plim M (n) 
n r 

= 

x2 
' 

Dette f¢lger lett av Eksempel 5 og Setning 3* ,hvis vi skriver M (n)~pa en 
r 



annen mate : 

1 '1 .---= - ) n--
i=l 

plim M (n) = pli~ 
r n n 

Spesiel t for r = 2 far vi 
n 

. l ~ ( -,z :plim - L. X. -X; = 
n · i=f 1 n 

1 n 
-1~ k 
n ""'- (X. -F) i=l ]. .,, 

var JS.. , 

• plim 
n 

1 ..E._ k -· L (x -s) 
n . 1 n 

i= ... 

Eksempel 8. Anta at (X1 ,Y1 ),(X29Y2 )~··· er uavhengige og identisk 

fordelte og at EX1 , EY1 ,EX1 2 ,EX1Y1 ~ EI2 eksisterer 

blir o~e brukt som estimator for 
cov(X1 ,Y1 ) 

:::: 

a 
n 



Vi ser at 

fant vi at 

plim a n n 

R n 

= 
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er en kontinuerlig funksjon av 

plim b 
n = var ~ 

n 

plim c = var v 

n "'"1 
n 

r 1 n. 
plim I -LX.Y. 

I n ·-1 i i n l.... 1-

og 

. 

a , b ,c • 
n n n 

ved anvendelse av Setning 2. Setning 3* gir na 

plim a 
(~, yl) n cov 

plim R n 
= = n y plim bn c) \j·ve.r x1o V[.tr Y~ n 0 plim n n n 

I Eksempel 7 

= p 

Av at plim z 
n = a er det fristende a trekke den slutning 

n 
at hvis EZ eksisterer ma lim EZ = a. At dette ikke er riktig ser vi n n 

n 
av f¢lgende moteksempel : 

{a } er en f¢lge av positive reelle tall med lim a = a, og 
n n 

sannsynlighetsfordelingen for Z er gitt ved 
n 

P(Z = n•a ) 
n n 

Vi finner at 

Hvis f¢lgen 

for alle n, 

1 = -n 

lim EZ 
n n 

P(Z = o) 
n 

= lim n 

{a. } er slik at no 
n 

vil for alle E, 0 < 

= 

a n 

a 
n 

1 
l-

n 

= a 

> c > 0 

e:"<c, 

n 
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P(!Z j<E) :::: P(Z 
n n 

= o) = l - ! -> 1 
n n ->co 

de:b vil s i at 

Hvis 

plirn 
n 

a = 
n 

z 
n 

n 

= 0 

f&r VJ. L.m 
n 

EZ = "' og hvis i n 

lirn. EZ :::: 1, 'Uens plim z = 0 1. J; begge tilfelle 
n n 

n n 

Vi har imidlertid f¢lgende 

Hvis nli:1n Z 
~ 11 

n 
P(jz l<A) =l for alle n, er n-

= a og 

lim EZ = a 
n 

n 

,., = 1 far Vl '"" n 

Bevis. Ant a at Z er absolutt kontinuerlig fordelt med sannsynlighets-
---- n 

tetthet f (beviset gar pa tilsvarende mate hvis z er diskret fordelt). 
n n 

jEZ -a! = n 

( ,,.. 

\ (z-a) fn(z)dz!.::_ \ 1z-3.lf11 (z)dz 
.._,.' 1__1' 

r-· 
i 

::: \lz-al 
rz-al <E 

f (z)dz 
n 

,r 

+ J lz~-a!fn(z)dz 
!z-al>E 

< E • P(jz -al< E) + (A +lal) P ( IZ -al>E) 
n - n 

Vi ser at bare n er stor nok kan vi fa h¢yre side < 2 E q.e.d. 

Eksempel 9. X. ,X,, ~ ••• 
..!. '-

er uavhengige og identisk fordelte med 

P(X. = 1) = p 
J 

plim 
n 

x 
n 

P(X. = o) = l~p 
J 

p 

Da er (Eksempel 1) 

Hvis g er en reell kontinuerlig funksjon na [ o ,1 J , er 



og 

hvis 

n 
lim ~ &:, __ 

n j"°'O 

~·· 12 -

plirn 
n 

g(X ) = 
n 

g(p) (Setning 3) 

P(!g(X )I< A)= l 
n -

A - sup !g(p)I • 
ri 

lim E ( ·- ) g,X - n = 
n 

Setning 4 gir da 

, ) ell er g\p l ~ 

~ti) 
B\n 

(~·) 
,) 

pj(l~p)n-j :::: g(p) 

Det ka.n vises at grensen er uniform i p ; 

dette kalles Weierstrass' appr0ksimeringssats. 

2. Grense i fordeling. 

Vi skal n3, se pa en annen type konvergens av en f¢1ge {Z } av 
n 

stoko.stiske varin::,le. Sannsynlir~hctsfordelin,r,;en til en stokastisk 

variabel X betegner vi med FX. 

Definisjon 2. Hvis 

lirn 
n ->ro 

"fi' ( \ -z x) 

for alle kontinuitetspunkt til Fr.~ sier vi at {Z } konvergerer mot Z 
'(, l1 

i fordeling .F~ kalles f¢lgens grense-fordeling. 
LJ 

Deter to ting a legge merke til i denne definisjonen :Ii) vi for

langer at FZ skal konvergere not en sannsynlighetsfordelings(ii) men 
n bare for de punkter hvor F' er kontinu2rlig. z 

Hvis Zn er rektangulrert fordelt [ o ~n J s er 

10 x < 0 

I :x =-:-
in 
' 

o < x < n 



og 

lim F17 (x) = o for - 00 < x < co 
"-' n n 

men dette er ingen sannsynlighetsfordeling. Det er slike tilfelle (i) 

utelukker. 

Pa. den annen side ¢nsker vi heller ikke 2. vczre for strenge i 

0 krav til vare konvergens. Hvis Vl had de forlangt at F '7 
LJ 

skulle konvergere 
n 

for alle x, ville ikke f¢lgen 17 '7 hvor z er normalfordelt "-'1 >"-'2 ~ 0 •• 

n 

(o,cr )~n=l,2, ••• og lim o = o komrergere i fordeling. Vi far nemlig 
n n n 

r 
i 1 hvis x > 0 i 
I 

1 (x) x ~ hvis Fz :::: G(- )-> x = 0 
O"i1 I I 2 

n I 
I 

l 0 hvis x < 0 

men funksjonen pa h¢yre side er ingen sannsynlighetsfordeling, fordi den ikke 

er kontiuerlig fra h¢yre i x = o (se E.Sverdrup, I, s.91) • 

Derimot er 
\ 1 hvis x > o 

F(x) = ~ 
L o hvis x < o 

en sannsynlighetsfordeling og 

lim F2 (x) = F(x) for alle kontinuitetspunkt til 
n n 

(F er sannsynlighetsfordelingen til en sikker variabel P(Z=o) = 1) 

F. 

Setning 5. Hvis f¢lgen zl~ z2, konvergerer i sannsynlighet mot z, 

sa konvergerer f¢lgen ogsa i fordeling mot z. 

Bevis. Vi ma vise to ting : (i) lim 

kontinuitetspunkt for 

La x 
0 

n 
F2 ~ og ( . ~ ) 

l.J.., lim Fz (x) 
n n 

vrere et kontinuitetspunkt for 

Fn (x) eksisterer i alle 
z., 

n 
= 

F . z 

F' ( ' '7 XI 
LJ 



1) 

2) 

dvs. 

x < x 
0 
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= P(Z < x' (! Z < x ) + P(Z < x." n 
n - o -

z > x ) 
n o 

< 

x 11 > x 
0 

P(Z < x) + P(!Z _zl> x ~x') 
ID. - 0 n I 0 

F 
z 

n 

(x) + P(lz -ZI> x -x 1 ) 
o · n o 

Tar sa lim inf pa bcgge sider 
n 

I 

l .; .,, , I ( ) 
.w.u inf ) Fz x0 + 

I 

P(IZ-Zl>x-x 1 ) ! 
n o _J 

n ' n 

< lim inf 
n 

F.., (x) 
'-' n 

= lim inf F~ (x ) 
L.J 0 

n n 

+ lim sup 
n 

P( l z -Z I> x -x ! ) 
n o 

l-Fz(x 11 )= P(Z>x 11 ) 

= P( z > x, 1 n z > ·x ) + PCz > x 1 1 n z < x ) 
n o n - o 

< pfz > x) + P(lz -z 1~ > x''-x) ' n o n o 

H' (--'') > ~ z .A F (x ) - P( I Z -Z I> x' 1 -x ) 
Z o n o 

n 
Tar sa lim sup pa begge sider 

n 

F (x 11 ) > z lim sup 
Jl 

= lim sup 
n 

Tilsa..mmen gir 1) og 2) 

< lim inf 
n 

lim P(!z -Zl>x 11 -x) n o 
n 

< ~ . 
..1.:Lm sup 

n 
wz ( x ) < 

0 
n 

F (x") z 
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Siden Fz er kontinuerlig i x , 
0 

kan vi la x' t x 
0 

og x I I + x og V1 
0 

far 

Fz(x0 ) = lim inf Fz (x0 ) = lim sup FZ (x0 ) Det vil si at 
n n n n 

eksisterer og er lik FZ(x0 ) q.e.d. 

F¢lge.1de eksempel viser at omvendingen av Setning 5 ilae gjelder : 

La Z, z1 , z2 , ..• vrere uavhengige og identisk normalfordelte (o,l) • 

Det er klart at z1 , z2 , ••• konvergerer mot Z i fordeling, men 

slik at 

P(IZ -Zl<e:) 
n 

-- G{ E ) ( - G 
12"1 

lim P( I z -Z I <E ) < 1 • 
n 

n 

- £_ ) 
12' 

Hvis z er en sikker variabel, P(Z = a) = 1, betegner vi sa...~n-

synlighetsfordelingen for 

F (x) 
a = 

I dette spesielle tilf elle 

Z med F , dvs. 
a 

\ l hvis x > a 
..( 
l 

hvis ' 0 x <a I 
\_ 

$jelder 

Setning 6. F¢lgen z1 , z2 , •.. konvergerer mot a 1 sannsynlighet 

hvis og bare hvis f¢lgen konvergerer mot a i fordeling. 

Bevis. Pa grunn av Setning 5 beh¢ver vi bare vise at 

hvis lim Fz (x) 
n n 

= F (x) a for alle x +a sa er plim 
n 

P(jz -al<e:) > P(jz -al<£)_> P{a. - £ < z <a+£ 
n - n =-2 2 n- 2 

= Fz (a + ~) 
n 

''. 

F (a - £) ---> l - o = l z 2 
n 

q.e.d. 

Z = a n 



Vi skal se noen eksempler pa hvordan Setning 3~ cg Setning 5 

kan kombineres. 

Eksempel lo. Hvis 

sa er 

lira Fx +Y = 
n n n 

og 

plim 
n 

lim 
rl 

X = X: n 

Hvis spesielt Y er en sikker variabel 

1) y = 0 lim FX +Y = ti' -x 
n n n 

2) y = 1 lim FX = FX oy 
n n ·n 

og plim 
n 

y - Y, 
n 

Setning 7. (Cramer) La x1 • x2 ,.. • og Y1 , Y2 ,... vrere to f¢1ger av 

stokastiske variable. Hvis plim (Xn-Yn) = 0 og ~,x2 , .•• konvergerer i 
n 

fordeling~ sa konvergerer Y1 ,Y2 , ••• i fordeling og grense-fordelingen for 

1) 

{Y } er lik grense-fordelingen for {X }. 
n n 

Bevis. Sett Z = X -Y ,n=l,2~···~ og la F vrere grense-
n n n 

La y vrere et kontinuitetspunkt for F 
0 

La y 1 > y vrere et kontinuitetspunkt for F 
0 

= P(Y < y ) n- o = P(X < y + Z ) 
n - o n 

= P(X < y + Z () Z < y' - y ) + P(X < y + Z () Z > y'- y ) 
n-o n n o n-o n n- o 

< P(X < y') + P(Z > y'- y). 
- n- n-- o 

Tar lim sup pa begge sider 
n 

< lim sup FX (y') 
n n 

+ lim suu P(Z > y 1 -y ) = F(y') 
n - n - o 

2) La y''< y were et kontinuitetspunkt for F 
0 



l ~ FY (y ) ~ P(X > y + Z ) _ o n o n 
n 

:::: P(X > y + Z r' Z < - (y -y 1 {))+ P(X >y +Z r~ Z > -(y -y 11 )) 
n o n 1 n- o no n 1 n o 

< P(Z < -(y =Y'')) + P(X > y'') 
- n - o n 

dvs. F (y) > - P(Z < - (v ~1r 11 )) + F-,v- (y 11 ) Y ·o n- ~o.J 11. 

n n 

Tar li~ inf pa begge sider 
n 

lim inf Fv (y0 ) > - lim sup P(Z < - (y -y 11 )) + lim inf 
. n - o 

Fx (y,,) ~- F(y,,) 
n n n n n 

Tilsa.mmen gir 1) og 2) 

F(y") < li:ru. inf 
n 

FY (y0 ) .::_ lim sup FY (y ) < 
- 0 

F(y I ) • 

n n n 

I Ap:pendiks B blir det vist at en sannsynlighetsfordeling kan ha h¢yst 

et tellbart antall diskontinuitetspunkt. Altsa finnes det f¢lger av kontinuitets-

punkt for F {.,,. 1 ' } og {y ' } slik at 
' "·n n ' 

og yn' ~ y 0 og vi far at lim FY (y0 ) 

n n 
eksistere.r og er lik F(y ) • 

0 . 

q.e.d. 

Ek.sempel 11. x1 ~ x2 , • • • er uavhengige og ident i sk. normalfordel t e ( i; ,1 ) • 

Vi vet a priori at i; > o , og skal finne en estimator for .; • 

. , 
~ :::: x 
"'n n er en forventningsrett estimator og pl~n ~ = ~~ - men den kan n 

n 
komme til a estimere .; som er posit.iv med et negativt tall. Dette ansees som 

uheldig, og i stedet foreslaes estim.atcren 
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( -
hvis x ' :x > 0 l -n n 

r;* I = -; 
n 

i 
I 

hvis x 
t_ 

0 < 0 n-

Vi innf¢rer funksjonen g definert ved 

hvis u > o 

g(u) = 
hvis u < o 

g er opplagt kontinuerlig. If¢lge Setning 3 er da 

plim 
n 

s~ = plim g (x )= 
n n 

n 
g(s) = s 

siden s > 0 ' slik at ogsa s* er konsistent • 
n 

Selv om s og 
n 

s* har forskjellige egenskaper for endelige 
n 

ikke forventningsrett f. eks. ) , sa skal vi vise at de har samme grense-fordelinger' 
A 

Vi vet at .f""i (s - s) er N(o,l),og dette er altsa ogsa grense
n 

fordelingen. Hvis vi kan vise at 

f¢lger av Setning 7 at ogsa /Il (s* - s) har grensefordelingen N(o,l) og 
n 

vi er fremme. 

Siden 

Vi innf¢rer en ny stokastisk variabel I ved 
n 

(1 hvis x > 0 
n 

I = -< n \ 

I 0 hvis x < 0 I n ' 

er 

"' In (1-I ) s 
n n 



En fi~ner for E < l 

P(I =l) 
n 

1 n8.r n ->co 

slik at 
pli:m rn (l~I } = 0 If¢lge Setning ..... -* ..P~- en a.t . :J ~c...c 

n 
n 

A 

plim. rr; (1-I ) 
n 

6 ~ = 0 0 l; - 0 

n 

F¢lgende ·t.o aetn;inger er ofte nyttige for anvendelsen av Setnine 7: 

Setning 8. Hvis {X } konvergerer mot X i fordeling og hvis 
n 

plim Y = o , er 
n 

n 

Bevis. 

P( Ix • Y I>£ n n n-

La n-+ co :lim 
:0;KO 

plim x G y O": 0 
n n 

n 

P( IX y I>€) = 
:u n -

P( IX • y l>d < P( !XI> M), n n- -

deretter M-+ oo lim P(jX 0 Y j>E) = o 
n n -

n-+oo 

n Ix I > M) < P (! Y I > £) + P ( I x I >M) 
n - n-M n 

q.e.d. 

Legg merke til at vi 1 Setning 8 ikke kan erstatte plim Y = o med 
n 

plim Y = a. Vi har f.eks. 
n 

n 
identisk fordelte N(o,l) 

at f¢lgen 

konvergerer i fordeling, og at 

n 

f¢lgen {y } b:vor 
n 

Y = a, 
n 

n = 1,2, ••• konvergerer i sannsynlighet , men f¢lgen (X 0 Y } 
n n 

konvergerer ikke i sannsynligheto 

Setning 9. (Scheffe) La {X } vrere en f¢lge av stokastiske variable 
n 

hvor X har sannsynlighetstetthet f • Hvis lim f (x) = f(x) for(nesten) 
n n n 

n 
alle x og hvis ogsa f er en sannsynlighetstetthff~, sa er 



lim 
n 

x 

f 
- co 

f (t )dt 
n 

- 2o -

x 

f f( t )dt 

- 00 

dvs. at {X } konvergerer i fordeling mot en stokastisk variabel X som har 
n 

f som sannsynlighetstetthet. 

Bevis for denne setningen fin".les f.eks. i C.R.Rao: Linear Statistical 

Inference and Its Applications, s. lo~· - lo5. 

EE 1 12. _:sempe 

N(o~l) • Da er 

La 

T 
n 

x1 ,x2 ~··· vrere uavhengige og identisk fordelte 

x 0 /n 
n 

Studentfordelt med n-·l frib.etsg-rader o Vi har tidligere (Eksempel 2) 

vist at 

plim 
n 

z n 
n-1 = l 

ved Setning 3 far vi at 

(, 1i:l..:i:\ , 
plim .·~-z- - lJ ::: 0 

n n 

X 0 In er N( o ~l) 9 og det f¢lger at X /ri" konvergerer i fordeling mot en 
n n 

stokastisk variabel X med sannsynlighetsfordeling G (den kumulative normal-

fordeling (o,l)) • 

plim (Tn 
n 

If¢lge Setnins 8 er 

X In) = plim 
n 

n 

n-1 -z- - i)· x rn = o n 
n 

og ved Setning 7 far vi at T og X In har samme grensefordeling s dvs. n n 

lim P(T < t) = 
n-

lim 
n~ 

( t) ::: G(t) • 
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Eksempel 13. (Se E. Sverdrup I~s.148) 

~,x2 , ••• er uavhengige og identisk fordelte stokastiske variable 

med sannsynlighetstetthet f og sa..."lnsynlighetsfordeling 

medianen i fordelingen, og Y medianen for 
n 

( y - µ ) 2 In +2 f ( µ ) • 
n 

har grensefordeling N(o ,1) • 

(X1 , ••• ,X) 
n 

F. La ]J vrere 

Vi skal vise at 

Vi lar n = 2:m + 1, OB finner at Z = F(Y ) har sannsynlighetstetthet 
n n 

(2r1 + 1) ! 
~ 

r •m 
z{l-z) I 

'- ·-' 
0 < z < 1 

Sid en EZ 
n 

1 = 2 og var Z = 
n 

1 
4(n+2'") gir Tsjebysjeff 1 s ulikhet 

plim 
n 

z = ~ n 

Fn enkel transform.asjon av stokastisk variabel medf¢rer at 

W = (Z - ~) 2ln+2 har sannsynlighetstetthet 
n n 

k (w) 
n 

(2m +l)! 
m! m! 

Ved bruk av Stirling's form el 

1 lim k (w) = --
n-;.co n r;_~-

c: f, 

1 (1 -
212m+3 

f8.r en 

w2 

e -2 

W har altsa erense-fordeling N(o,l) (Setning 9) 
n 

Na er 

,.L '· z , > a. ,.,,-1( , ) I 
T -2,~-L4 z z* ' n dz z = 

n 

hvor (Z - ~) 
n 

,-:) 
T ..J 

)m 



Si den I'"'* l.J -
n 

dvs. 
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~I < lz - ~I 
- n 

, far vi 

e:) > p(!z - ;1 < E) + 1 - ' n - n-+oo 

. * 1 plim Z = 2 n n Videre er 

l 
= ~-----

f(F"~1(z)} 
og dermed 

y :::: µ + 
n 

(Y - µ) 2/ii+2 1 f'(µ) - w 
n n 

Si den 

Vi ser pa 

1 og 

W har en grensefordeling f¢lger av Setning 8 at 
n 

pl?fi ( y µ ) 2&2' f ( jJ ) - w :::: 0 
n n 

og dern1ed av Setning 7 at (Y - µ)2/n+2 1 f(µ) har samme grensefordeling 
n 

som W , nemlig N(o,l) 
n 

A;ppendiks A. 

La {a } v"Cere en f¢lge av reelle tall. Det er kj ent at f¢lgen 
n 

konvergerer mot a (!al < 00 ) hvis det til e~hver e: > o finues et tall 

slik at 

n > N 
- e: 

impliserer la - al < E: n 
, og vi skriver lim a = a n n 

N e: 

Men lim a n n eksisterer ikke for alle tallf¢lger. Det er derfor 

hensiktsmessig a innf¢re to nye grensebegrep~ l~sup an og lillhinf an, som 

if¢lge definisjonen nedenfor alltid vil eksistere. 

Definisjon liffi:nsup a11 = A hvis fra et visst 

1) alle a er < A+e: ~ og 
n 

N av 
E 



2) uende.lig mange 
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a er 
n 

Hvis 1) ikke er oppfylt settes lim sup :J. = +co 
n n 

Hvis 1), men ikke 2) er oppfylt settes lim sup a -- -oo ., n - n 

lim inf a - - lim sup (~a ) 
n n n n 

Det er J.ett a S'.; at hvis lim inf a :;:: B ~I BI< 00 ' vil fra et vis st 
n n 

N av 
E 

--') 

4) 

alle a vrere > B-E , og 
n 

uendelig mange a vrere 
n 

< B+t: • 

Forholdet mellom lim ~ lim sup og lim inf er gitt ved 
n n n 

{a } konvergerer hvis og bare hvis lim sup a og 
n n n 

lim inf a er like og endelige 
n n 

I dette tilfelle er 

lim s, = lim sup a = lim inf a 
n n n n n n 

Bevis • Anta at lim a = a. Da vil, bare ..... er st or nok, 
n n 

a + E < a < a - £ 
n 

Men if¢lge definisjonen av l:itJ. sup og lim inf 0 ma 
n n 

lim sup a ::: a = lim inf a 
n n n n 

Anta sa at lim sup a ::: lim inf a = a n n n n 

definisjonen av lim sup vil, bare 
n 

1) alle a < a + E 
n 

og if¢lge definisjonen av lim inf 
n 

det vil 

altsa 

3) al le a > a -n 

si at fra et visst 

a - E < a < a + E 
n 

lim a = a 
n n 

E 
' 

N av e: 

n er stor no.::t~ 

vil, bare n er 

er 

og la! < co If¢lge 

stor nok 
' 

q.e.d. 



( i) lim inf a < lim sup a 
n n n - n 

I .. ) lim inf + lim inf b < lim inf (an+ b n) < lieu inf a + \ :n. a 
n n n n - n n n 

lim sup b < lim sup(a +bn) < lim sup a + lim sup b 
n n- n - n - n n n n 

(iii) Evis 0 sa er 

lim inf a < lim inf b orr lim sun a < lim sun b n n- n n ,_, n ~ n- n"" n 

Bevis. ( i) Sett B = lim inf a 
n n 

og A = lim sup a • 
n n 

Anta a,t A < B. 

Bare n er stor nok er 

alle a < A + E og 
11 

alle a > B - E 
n 

dette umulig hvis f.eks. B-A > (Tegn figur !) Altsa 0 

A > B men er s = o. ma 
3 

(ii) Vi beviser den f¢rste ulikheten~ beviset for de and.re gar pa 
sarmne mate. 

Sett A = lim inf a ns B = lim inf b og c = lim inf (a +b ) . .Ant a 
n 

at A + B > c. Vi kan 

alle 

alle 

det vil si at 

alle 

n 

velge E: = (A+B)-C 
·-4-

a > A - e: 
n 

b > B - e: 
n 

or; 

n 

og 

n n n 

vet at bare n er st or nok 

a + b > A + Cl - 2e:. SamtidiG skal uendelig mange 
n n 

a+ b < C - e::, men dette er umulig(tegn figur! ).Altsa ma A+B < C, 
n n 

er 

(iii) Sett lim iLf b = A og liCT inf b =Bo Anta at A>B og velg 
n n n n 

A - B 
£ = 

3 
Vi vet at bare n 

alle b < B+E: 
n 

er stor nok er 

og 



for alle 

mate. 

uendelig mange 

n. Altsa ma. 
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a > A - E: 11 Ben dette er 1JID.ulig siden a < b 
n n - n 

A < B. Den andre ulikheten bevises pa tilsvarende 

q.e.d. 

AE."eenaj._ks I?.:._ 

Vi skal her vide 

En sa~ns~plighetsfordeling F har h¢yst e~tell~art antall 

~c::1t i~,ui tet sp2:!nlt!.:_ 

Bevis. La 

D = { x!F(x) - F(x-) > 0
1 }, n = 1)2, ••• , 

11 

dvs. at D 
n 

1 er mengden av a:le diskontinuitetspunkt sorn har sprang > --n 
Det er klart at antall elementer i 

Yidere er 

D"' 
00 

D U n 
n :> l 

D h¢yst er lik n, siden F( +oo) - F(-co):::l. 
n 

mengden av alle diskontinuitetspunkt for F, sorn altsa h¢yst bar et tellbart 

antall elementer. g_.e.d. 

GUF/elr 

Aug.1968. 


