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Noen grensesetninger i sannsynlighetsregningcn.

1. Grense 1 sannsynlighet.

La Zl,Zg,... vere en fglge av stokastiske variable. Det er

flere mdter & definere en grense for fglgen, og vi skal fgrst ta for oss

Definigjon 1. Hvis for enhver €>0

lim  P{|z -al<e) =1 .
N> o
sier vi au {Zn} har a som grense i sannsynlighet eller at {Zn}

konvergerer mot a i sannsynlighet og vi skriver

plinm 2 =a .
n->o n

Hvis Z er en stokastisk variabel og plim (Zn« 7) = 0, sier vi at

n =>e
{Zn} har 7 son grense i saunsynlighet og skriver

- 7

Plim Z - 4 e
n->®
La oss se p& noen eksempler pd f@glger av stokastiske variable

som konvergerer i sannsynlighet. Tsjebysjeff's ulikhet (Sverdrup I,

5.60 og s.115) kan ofte brukes til & bevise konvergens i sannsyanlighet o

Eksempel 1. (Tsjebysjeff's lov om de store tall) Xl, Xg,.., er

vavhengige med samme forventning £ og varians o2, Sett

da er ifglge Tsjebysjeff's ulikhet

0.2
P(|2 -El<e)> 1 = — .

Det fglger at 1lim P(|Z - E|<e) = 1, dvs.
n->o n



Eksempel 2 La Xn vaEre X%—fordelt med n frihetsgrader. Sett

X
1
n n

Z -
og vi fir ved Tsjebysjeff's ulikhet at

plim Z_ = 1
n 4

Fksemnel 3 Ia {cn} vere en fglge av reelle tall med lim cn =c .

n
Vi skal vise at hvis plim Z_ = Z er oplim c_Z_ = cZ :
n n " n n
siden |c_Z -cZ|<|c_|°|z -z]+|c_-c|<|Z],
n'n —'"n n n
er
P( knzn—czfzg)f.P(]cn °|2 -Bl+|c_-c|e|z]>e)
Sett A= (le |-z -z]>3)
B = (Je_-e|-|2:)
C=(le ||z -z]+|c_-c||2|>€) .
Da har vi
c - B8,
eller
C < A ¢ B
og videre

P(Cc) < P(AUB) < P(a) + P(B) .

Sammen med ulikheten ovenfor gir dette

€ €
P(]ann—cZ|2§)§_P(|cn zn-ZIEE) +P(!cn-c|o|zL3§)

La M vare slik at Icn]f_M for alle n , da fir vi

Ple,|+]2,-2]>5)< P |2 -2[>5) -> o

n >



]
3

siden plim Zn
n

‘ €
P(Icnnc -lzlzéo

€
P(|z]> To = ) =>o0
-2 bn—C | n >
siden 7 er en stokastisk variabel, det vil si
P(|z]<®) = 1 .

Vi har né vist det vi skulle, nemlig at

P Z =ch|>€ -> o
(‘cn n" I_")n.«-> g

Som et spesialtilfelle f8r vi at plim cz = cl hvis »plim 2 = Z.
n n -

La oss anvende dette pd et nytt eksempel,

Eksempel 4. La X

Xy X2"'° vere uvavhengige og identisk

fordelte N(&,0) .

Da er n _
> (X.-% )2
=r_J 7

= z

g

quba

xamfordelt med n-l frihetsgrader. Ifglge Eksempel 2 er

2
. n 0 . s
plim (nei)o = ] eller ved 4 multiplisere med konstanten
0% (se Eksempel 3)
Zn
plim — = a? o
n-1
n
Vi har ogsd at
A
. n
Pllm —— = 0'2
n
n
o n_l
ved & anvende Eksempel 3 med ¢ = ——
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Z Z
Altsé er bide 5—2- og ‘31-1- konsistente estimatorer for o2 .

Eksempel 1 kan generaliseres til
Setning 1 (Tsjebysjeff) La Xl, X2, ..+ vere uavhengige

stokastiske variable slik at

EXn = F’n og var Xh = 0., n=1,2, .,. eksisterer,
og slik at

1 <&

- ->® °
Z 5__ oi > 0 nar n >
1=1

Da er

1 1,

plim -— X. - E- = (o] .
n n b= i n {——i=1 l,J

Bevis, Anvender ngebyg,]eff's ulikhet pa = E X
I z::(J . 2=

1l n? i=1
P(\nlz___;xl"ﬁ' : E "€)>l--——'—z_'—' + 1 nir n->w,

Q.€eds

Legg merke til at det ikke forutsettes at
-3’-1- S Ei har noen grense ndr n ->® | men hvis grensen eksisterer, gjelder

Foxeller, La forutsetningene vare som i Setning 1 og at

1 n
lim H :LE:l Ei = 59

n ->w

da er

1 B
n 1=1
1
Bevis. Sett E_ é = T2 Xi R
1=1 i=1

Til enhver €>0 finnes det en N slik at hvis n> N, er IEn—Ek-Z- . For.

nz_Ne gjelder

P( [)‘(n-g[<e)_>__1>( I)'cn-én|+|En-£|<e) > P( p‘(n- E-n|< -g- ) >1ndr n>o,
g.e.d,



Fdlgende lemma kan nyttes i forbindelse med Korollar ;

n
. . o . 1
Lemma, Hvis lim & =&, sa er 1lim =S £ s E . Det
n->o O n->eo O 1=1 =

omvendte gjelder ikke alltid.

Bevis. Til enhver €>0 finnes en N_ glik at bare n >N

er IEn-glf_e .

la nd n >N€ :

bare n er tilstrekkelig stor.

At det omvendte ikke alltid gjelder, sees av fglgende moteksempel :

En = (-1)° , 0 =1 2, ... Denne fglgen har ingen grense, - men

2m om+1
e -1 to g ol B
me—ZmZ En =0 o8 g2m+1“2m+1»-‘-:-' )

1=1 n=1
slik at .

lim & =o0o .
n ->» a
g.e.d.

Hvis vi 1 Setning 1 forlanger at alle Xl’ X25 «os er identisk

fordelte, kan vi slgyfe kravet om at variansen skal eksistere.

Setning 2. (Khintchin) Hvis X, X

15 X5 eeeor uavhengige og identisk

fordelte med forventning £, er



Denne setningen vil ikke bli bevist her, Hvis leseren er kjent
med karakteristiske funksjoner, finner han et enkelt bevis for Setning 2
i f.eks. S.S.Wilks :Mathematical Staiistics s. 25k, ellers kan setningen
bevises ved elementzre metoder som 1 W, Feller : An Introduction to Proba-~

bility Theory and its Apnlications s. 232,

Eksempel 5. Xl, XE’ «oo €r uavhengige og identisk fordelte.

Hvis r-te ordens moment eksisterer , sett

N &
Ar B(Xl c)

L (n) e in (X.=c)" .
r n 4—= 1
i=1
Ved & anvende gSstning 2 (eller Fksempel 1 hvis A?r eksisterer)pd (Xn—é)r9
n=l,2,... fér vi
plim Lr(n) = A
n
Spesielt gjelder for
. n
_ _ .1 r _ r
1) c=o0 at plinm E'E_ X5 = BX , o0g
n =1
2) = BX_= ) 1 Tfl— r
¢ =E= 8 at plim =5 (x -8)F = E(x.-£)F .
n.‘;—:— 3 l
n 1=1
Setning 3. (Slutsky) Hvis g er en reell kontinuerlig

funksjon av en variabel og »lim Xn =X, s er
n
plim g(Xn) = g(x) .
n

Bevis. Siden g er kontinuerlig, er g uniformt kentinuerlig



i ethvert lukket og begrenset intervall, ET4M, HM:} . Det vil si at hvis

xe [-M, +M] og x e [ -u +M‘] s& vil det til enhver € > o finnes en
> n- L7 R :

68 > 0 slik at

lx -x| < 8 a> [g(xn) -slx)| <e .
Dette er ekvivalent ned

hvis lg(xn)«g(x)l > e , md enten [xn-xl >8_

eller x ¢ z.-M,+M;} eller x ¢ [—M,+M:} .
Vi far derfor

Pﬂg%)ﬁMHZE)iPH%JIﬁJ@HM>W@H%bm) .

Lar fgrst n =>x

lim sup P(|g(X)-g(X)|>e) <
n

lim sup P(lxn-x|3_6€) + P(|X] >M) + 1im sup P(IXn[>M)
n n

< P(|x]>M) + p(]¥]> %

(se Appendiks A, setning 2(ii) og Setning 1) ,

siden

P(lxn|>M)_5_P(|xn-x|> g») + P(|x] > %&

medfgrer at

+ M
>'é')o

Lim P(|X | > M)< P(|x
n



Ulikheten gjelder for alle M > o, vi kan derfor la M =>»

o < lim sup P(|g(X ) -g(X)| >e) < lim P(|X]| > M) + lim P(|X| > %) =0 .
- n & M -> M =>

Altsd eksisterer lim P(lg(Xn) ~g(X)| >e)
n —>®

° q‘eed.
og er lik o, .

Setning 3 kan generaliseres til at g er en reell kontinuerlig
funksjon av flere variable. Beviset gér som for én variabel.

. ¥ . . . . .
Setning 37 ., Hvis g er en reell kontinuerlig funksjon av
k  variable, og

plim
n

L), )y L @) ()

sé er plim g(X 77, <.,

n n
n
i . (1) (x)

Legg merke til at det ikke er sagt noe om at Xh 9...,Xn skal
vere stokastisk uavhengige.

Eksempel 6. Hvis plim X, =X ogplim¥ =Y, er plin an = XE,

n B n n
i + =X + i . = X

pl;m (Xn Yn) X+Y og pl;m X T Xe Y

Eksempel 7. La xl,xe,..., vaere uavhengige og identisk for-

delte med forventning £&. Sett

_ r
W o= E(X1 - &)
1 Kn—' T
M_(a) = T e (X,-% ) .
Vi skal vise at
1 M =
pl;m Ar(n) % .

Dette fglger lett av Eksempel 5 og Setning 3* ,hvis vi skriver Mr(n);pé en



annen méte :

i}
f=
['s
FanY
ke
[}
Y
g
8
)
= ]
Y
L
L+

Mr(n) n

_l o ! 1 .
- E Z : (ir) (Xi_g)h . (al)rui(}—{n_c)-—lg

i=]l k=0 'k

- r r-k,o .\r-k 1 e
=) _ () (-1)THE -E) = > (x.-£)%
k=0 DHET VAT
1= r LS r-k, = R L i
== (x-0) o T (OGTTE T S (3 eE)
1= k=0 =1
plin M (n) = plin & Y (-£) + z‘_‘r-l (F) («1)"F [ p1im (R -g)] T8
r T on b= i e T b= n -’
n n =1 k=o L n
n
e plin =5 (x -E)F
n 4—-
n 1=.
r-1 r r-k r
= + - - = = o
U, '1?"'10 (k) (-1) 0 W, M,

Spesielt for r =2 far vi
1 2
- = _- 2 =
plim = E (Xi X) var X,
n i=1
Eksempel 8. Anta at <X19Y1)=(X29Y2)"" er uavhengige og identisk

2 1 2 .
fordelte og at EX. , EYl,EXl 9EXlIl, E{ eksisterer .

n
1 = -
- IR AR BICARE -
R = 1=l =
n T |
V 1o 2 , 1 TE— 2 Vbt oy
V= b (X =K )% e = . =1 ;
= b M) E g M)

blir ofte brukt som estimator for
cov(Xl’Yl)

=:—"———“':— »4-‘
Vvar Xl var Yl .
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Vi ser at Rn er en kontinuerlig funksjon av a ,bn,cq. I Eksempel T
fant vi at
plim b = X og
. 1
plim c_ = var I .
n el 1
!-_ 1 FEI— - = _§ g
; = in | = (Y. - oF | = EX Y - EX °EY
plim a plinm | T2 X 111 Xn Yn ‘ EXlYl B 1 °EY
n n L o1=1 -
= cov(X_ ,Y.)
ved anvendelse av Setning 2. Setaing 3= gir nd
pl;m % cov (X, Yl)
plim R = — — X e =0 .
\ i o i i [ wer var Y.
n \/ plim bn plim c V i
n n
Av at plim Zn = a er det fristende & trekke den slutning
n
at hvis EZn eksisterer mad 1lim EZn = a. At dette ikke er riktig ser vi

n
av fglgende moteksempel :

{aﬂ} er en fglge av positive reellc tall med 1lim a =a, og
il n

sannsynlighetsfordelingen for Zn er gitt ved

1 1

7 = 3 = — = = - -

P(un n an) = . P(zn o) 1-= .
Vi finner at

lim EZ = 1lim g = a .

n n n

n
Hvis fglgen {an} er slik at ne & >c>o
for alle n, vil for alle &, o0 < e <c,



1
P(|Z |<e) =P(Z =0)=1-= > 1
n n D s R
det vil si at

lim 2 = o .
P n
n
Hvis a =n fér vi 1lim 57 =%, og hvis a =1 fér vi
n T
lim EZn =1, mens plim Zn =0 1 1 begge tilfelle .,
n n
Vi har imidlertid fd@lgende
Setning k. Hvis plim Z_ = a og
a )
P(]Zn|<A) =l for alle n, er lim EZ =a .

Bevis. Anta at Zn er gbsolutt kontinuerlig fordelt med sannsynlighets-

tetthet fn (beviset gdr pd tilsvarende mdte hvis Zn er diskret fordelt).

[EZn—aI = | {(z-a) fn(z)dz]f_hilz—aifn(z)dz

' ~

; ) / :
=_j|z—a[ fn(z)dz + L}lzmalfn(z)dz

|z-a|<e z-a|>€
< e Pz -al<e) + (a+fa]) P (]2 -af>) .
Vi ser at bare n er stor nok kan vi f& hgyre side < 2 ¢ q.e.d.

Eksempel 9. X..X,,... er uavhengige og identisk fordelte med

P(Xj =1l)=p , P(Xj = o) =1-p . Da er (Eksempel 1)

Hvis g er en reell kontinuerlig funksjon pd (—o,l ] , er



plim g(in) = glp) {Setning 3)

n
og P(ig(in)|f_A) =1
hvis A= sup |glp)] . Setning b gir da
b
lim E g(ﬁn) = gip) , eller
n
S dy By o (1p)Bd
lim 3 8D ) Q2" = glo) .
n j=o :

Det kan vises at grensen er uniform i p

dette kalles Weierstrass' approksimeringssats R

2, Grense i fordeling,

Vi skal nd se pi en annen type konvergens av en fglge {Zn} av

stokastiske variahle. Sannsynlishetsfordelingen til en stcokastisk

variabel X Tbetegner vi med FX.
Definisjon 2. Hvis
lim F, {(x) = F_(x)
N —>c Zb Z

for azlle kontinuitetspunkt til FZ’ sier vi at {Zn} konvergerer nmot 2

i fordeling .F, kalles fg@glgens grense-fordeling.

Z

Det er to ting & legge merke til i denne definisjonen :/i) vi for-

langer at F_ skal konvergere mot en sannsynlighetsfordeling,(ii) men

Z

bare for de pﬁnkter hvor F, er kontinuerlig.

Z
Hvis Z, er rektangulert fordelt fom], e
{o X <o
: |
'X
= < <
F, (x) 3 oc<x<n
n i
kl X >n



cg

lim F, (x) = o for = ®<x<®
n  “n

men dette er ingen sannsynlighetsfordeling. Det er slike tilfelle (i)

utelukker,

P4 den annen side gnsker vi heller ikke & vere for strenge i

vare krav til konvergens. Hvis vi hadde forlangt at F_, skulle konvergere
n

for alle x, ville ikke fglgen Zl,Z29 eses hvor ZP er normaifcrdelt

(o,sn)9n=l,2,... og l%m o, =0 konvergere i fordeling. Vi T&r nemlig

T

.

F, (x) = G(—}—Of-;l)->
N ;

o j
=y
<
“J
47]
P
1
o

Y —

men funksjonen pd hgyre side er ingen sannsynlighetsfordeling, fordi den ikke
er kontiuerlig fra hgyre i x = o (se E.Sverdrup, I, s.91) .

Derimot er

{

F(x) = <
L o hvis x <o

1 hvis x > o

en sannsynlighetsfordeling og

lim F, (x) = PF(x) for alle kontinuitetspunkt til F.
n n

(F er sannsynlighetsfordelingen til en sikker variabel Z, P(Z=0) = 1)

Setning 5. Hvis fglgen Zl, ZZ’ konvergerer i sannsynlighet mot Z,

sé konvergerer fglgen ogsd i fordeling mot Z.

Bevis. Vi md vise to ting : (i) 1lim F, (x) eksisterer i alle
n n
kontinuitetspunkt for F,y 08 (ii) 1im F, (x) = Fz(x) .
n n

La Xo vere et kontinuitetspunkt for FZ .



=P(Z<x") 2 <x)+PZ<xz" (] 2z >x)

7 - l -yt
< Pz <x )+ P2 -2]> x -x')
= e - !> '
FZ (x ) + P(!Zn Zj> x_-x')
n

Tar s& lim inf pd begge sider :

n
| T
' lim i | F Pz -2|> x ~x') |
Fz(x ) < lim inf | F, (x ) + (] ARG I )_j
n i “n
< 1lim inf F, (x) + lim sup P(]anZ|> xo—x')
n “n n
= lim inf F, (xo) .
n n
2)  x''>x
)
1-F,(x') = P(Z>x'")
= P(z>x"" {4 2 >x ) +P(Z2>x'"" /) 2 <x)
n o ! n—"o
< (Z > ! S LRI
< Bz xo) + P({Zn Z; > x to)
dvs.
W (1Y i - A Ty _
Fo(x'') > F, (=) P(Iun Z|> x x ) .

Tar s4& lim sup pd begge sider
n

79 > 3 - - 3 P J—Z>”m
Fo(x'") > llmnsup an(xo) l;m ([7n |>x x_)

= 1im sup FZ
n n

(=)
Tilsammen gir 1) og 2)

' < im i : w xt?
F, (x') lim inf FZ (xo) < lim sup F (xo) < FZ(Y )
n n n n
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Siden FZ er kontinuerlig i X kan vi la x' 4 X, Og x't ¥ X, 08 vi

far

i iie S . & vil si 1ig .
Fz(x ) lim inf F, (xo) lim sup FZ (xo) Det vil si at lim F_ ( »
n n n n n n

eksisterer og er 1lik FZ(XO) . Qe€.ds

Fglgeande eksempel viser at omvendingen av Setning 5 ikke gjelder :

la 2, Z., Z.,... vere uavhengige og identisk normalfordelte (o,1)
3 19 2

Det er klart at Zl’ ZQ"" konvergerer mot Z 1 fordeling, men
€ €
P(]2 ~z|<e) = 6( =) - 6( - == )
V2 V27
slik at lim P(|Zn—Z!<€ y <1.

n

Hvis 2 er en sikker variabel, P(Z = a) = 1, betegner vi sann-

synlighetsfordelingen for Z med Fa , dvs.

{ 1 hvis x > a
- -
Fa(x) =1 .
i o hvis x < a

L

I dette spesielle tilfelle gjelder

Setning 6. Fdlgen Zl, 22S «»« konvergerer mot a 1 sanansynlighet

hvis og bare hvis fglgen konvergerer mot a 1 fordeling.

Bevis. P& grunn av Setning 5 bechgver vi bare vise at

hvis  lim F, (x) = F_(x) for alle x +a2 sierplin Z ==
n n n o
: £ - £ £
P(lzn-a|<e ) >P(|z-al £5 )2 Pla-35<2 <a+3)
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Vi skal se noen eksempler pd& hvordan Setning 3* og Setning 5

kan kombineres.
Eksempel lo. Hvis plim Xn = X: og plim Yn =Y,

n n

lim FX +y = Fy+v og lim F =F .
faLp
n n n n n n

Hvis spesielt Y er en sikker variabel

1) Y=o 1im FX sy = FX
n n n

2) Y=1 lin F . =T,
n n ‘n

Setning 7. (Cramér) Ia X, X, ,... 0g Y.,Y. ,... vere to fglger av

1° "2 1°72
stokastiske variable. Hvis plim (Xn-Yn) =0 og X ,X,,... konvergerer i
n
fordeling, s&4 konvergerer Yl,Ye,... i fordeling og grense-fordelingen for

{Yn} er 1lik grense-fordelingen for {Xn}.
Bevis. Sett Zn = Xn—Yn ,n=1,2,..., og la ¥ vere grense-

fordelingen for Xl’XE"" . La y, vere et kontinuitetspunkt for F .

1) La y'> y, vere et kontinuitetspunkt for F

= P( < = ‘ '
FYn(yo) P(Y < v,) P(Xn 2yt Zn)
= n v <y o+ N 7> yio
P(x <y + 2,0 2<y -y )+ X<y vz U B2y-7)
<y') +P(Z >y~ .
<P(X<y') +P(Z>y'-y)

Tar lim sup pd begge sider :
n

. . , . S 1o _ ,
l;mnsup FYn(yo) < llmhsup 3Xn(y ) o+ lim sup P(Zn >y yo) Fly')

2) La y''< y, vere et kontinuitetspunkt for F



1 - FYn(yo) = P(Kn >y, + an)

- .y - TR 7 7. - - E!\\,
- P(Xn> y-O * Zn n én -<" (yO y ))* P(An>yo +Zn n Zn g (y® yor

I

(7 < (v —y'? + X >yt
B(z_ < ~(y y'")) + P(X >y'")
D = < - oy ? 4 T (3R]
avs. Fy (yo)__ P(Zn__ (yoy )) + Fy (y')
n n
Tar 1lim inf pa begge sider
n

lim inf F, (yo)_i - lim sup P(Zn < - (yo—y")) + lim inf Fy (y'') = F(y'')
n ‘n n n n

Tilsammen gir 1) og 2)
Fly'') < 1lim iof Fy (y ) < 1lim sup Fy (yo) < Fly") -
n n ° n n
I Appendiks B blir det vist at en sannsynlighetsfordeling kan ha hdyst
et tellbart antall diskontinuitetspunkt. Altsd finnes det fglger av kontinuitets-
punkt for F {yn"} og {yn'} , slik at

vty og vy '+ ¥, og vi f8r at lim F

. A \
N o 0 (yo) eksisterer og er lik F(yo; .

Y
n n

g-e.d.

Eksempel 11. Xl’ Xg,... er uavhengige og identisk normalfordelte(g,1).

Vi vet a priori at & > o , og skal finne en estimator for & .

N ~
En = Xn er en forventningsrett estimator og plim £n= £, - men den kan
n

komme til & estimere & som er positiv med et negativt tall. Dette ansees som

uheldig, og i stedet foreslédes estimatoren
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Vi innfgrer funksjonen g definert ved

s
f

u hvis u > o
glu) = g

{_o hvis u <o s
g er opplagt kontinuerlig. Ifglge Setning 3 er da

plim Ei = plim g (in)= g() = &
n n

giden § > o , slik at ogsé Ei er konsistent .
Selv om gn og Ei har forskjellige egenskaper for endelige n(Ez'er

ikke forventningsrett f.eks.), sd skal vi visec at de har samme grense-fordelinger.
Vi vet at J’E‘(En- £) er N{o,1),0g dette er altsd ogsd grense-

fordelingen. Hvis vi kan vise at

plin| VT (8, - &) - /5 (€F - €)] = o,

n ~

fglger av Setning 7 at ogsd v n (Ei - £) har grensefordelingen H(c,l) og
vi er fremme.
Vi innfgrer en ny stokastisk variabel In ved

(l hvis X > o
n

Siden Eﬁ =1+ &

VB(E-E) - /B (E -8 = /R Q-I)E .
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En finner for € <1
P(]/ @ (1-1) |<e) = P(I =1) = P(X, > 0)f1-G(~/n &) —> 1 nir n ->

slik at
plim V' n (l—In) = o ., Ifglge Setning 3° f£ar en at
n

=09 f = o .

S{"‘Y)

plim vV 1 (l-In) .
n

Fglgende to aetninger er ofte nyttige for anvendelsen av Setning T:

Setning 8. Hvis {Xn} konvergerer moct X 1 fordeling og hvis

plim Yn =0 , er

n -
plim Xn° Yn = C .
n
Bevis. P(IXnYn|:§) =
1 k) € 7
P([X - Yn|_>_s I~ [an <M )+ r(lxno Y o[> IXn > M) iP(!Ynliﬁ) + P([x_|>M)
La n+ o :1lim  P(|X + Y |>e) < P(]X|> M),
n n'-— bl
n-Fo
deretter M > : lim P(|X Y [|>) = o g.e.d.

n->o

Legg merke til at vi i Setning 8 ikke kan erstatte plim Yn = o mned
n
plim Y o= a. Vi har f.eks. at fglgen {Xn} hvor X, X 5.0 er uavhengige og
n [~4
identisk fordelte N(o,1) konvergerer i fordeling, og at fglgen {Yn} hver

Y
n

a, n=1,2,... konvergerer i sannsynlighet , men fglgen {Xnan}

konvergerer ikke 1 sannsynlighet.

Setning 9. (Scheffé) ILa {Xn} vere en fglge av stokastiske variable

hvor X = har sannsynlighetstetthet £ Hvis 1lim fn(x) = f(x) for(nesten)
n
alle x og hvis ogsé& f er en sannsynlighetstetthe’, s er
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X X
lim I £ (t)at = J f(t)at

avs. at {Xn} konvergerer i fordeling mot en stokastisk variabel X som har

f som sannsynlighetstetthet.

Bevis for denne setningen finnes f.eks, 1 C.R.Rao: Linear Statistical

Inference and Its Applications, s. lod - 105.

Fksempel 12, La Xl,XQS.og vere uavhenzige og identisk fordelte

N(o,1) . Da er

Studentfordelt med n-l frihetsgrader. Vi har tidligere (Eksempel 2)

vist at
Zy
plim T =1 R
n
ved Setning 3 fér vi at
) -1 .
plim (nggj -1l)=o0
n n )

§r°¢ n er N(o,1) , og det fgiger at inv n konvergerer i fordeling mot en
stokastisk variabel X med sannsynlighetsfordeling G (den kumulative normal-

fordeling (0,1)) . Ifglze Setning 8 er

] ( - X = 1 _I}:J;_ « X =
pl;m (T Yn/PE) pl;m ( Z 1) anqT )

og ved Setning 7 fér vi at Tr og §n¢ n har samme grensefordeling, dvs.
1

m P(T <t) =lim F, (t) = G(t) .

n->e» n->e n



Eksempel 13. (Se E. Sverdrup I,s.148)

Xl’X2"°' er uavhengige og identisk fordelte stokastiske variable

med sannsynlighetstetthet f  og sannsynlighetsfordeling F. La U vere

medianen i fordelingen, og Yn medianen for (Xl,...,Xn) ., Vi skal vise at

(Yn— u) 2 v/a¥2 £(u) .

har grensefordeling N(o,1) .

Siden

Vi lar n=2m + 1, og finner at Zn = F(Yn) har sannsynlighetstetthet

(em + 1) ! rz(l_z)‘jm 0<z <1 .

m! m! L -

=1 - 1 . . . . .
EZn 3 og var Zn INEYoy) gir Tsjebysjeff's ulikhet

M=t
°

plim Zn =
n

Fn enkel transformasjon av stokastisk variabel medfgrer at

W= (zn- 3) 2/n+2  har sannsynlighetstetthet

(2m +1)! 1 1 w? n _—
k (w) = ; (1 - —-5—=) ,lwl</2n +3 .
n m! m! 2/-2—&-_-!_-3—— hm 2n +3

Ved bruk av Stirling's formel far en

w2
2

1im kn(w) = e —® < W< +o

n->-x

———

o

Wﬁ har alts& grense-fordeling N(o,1) (Setning 9) .

Y =F

n

hvor

N& er

-1, -1 =1,
(z) = FH3) + (2 - D),

n n
n

o3
il
l—
+
D
~~
[N

|
Nl=s

) oz o, |<1
n n



<g)=+>1 ,

n “n N+
avs. pl%m 7z % =3 . Videre er
F_l(%) = U og ég.F“l(Z) = ~——1£%———— og dermed
£(F " (z))
Z - 3
Y =yu+ . Vi ser pd
? (572 "))
_ -
(Y- W) 2/ £() - 6 = - I-" i l .
£(F (2 7))
n —
. . )
Siden plﬁm ———i%ﬂa-— = _ZKEL_____ =1 og

drHz ®) e(E()

Wh har en grensefordeling f@glger av Setning 8 at

. _ 5 |
plim (Yn p)avn+z2y £(u) W o

og dermed av Setning 7 at (Yn- w)2vn+2' £(u) har samme grensefordeling,

som W , nemlig N(o,1) .

Appendiks A.

La {an} vere en fglge av reelle tall. Det er kjent at fglgen
konvergerer mot a (|a| < ®) hvis det til enhver € > o finnes et tall N
slik at

n >N impliserer Ian~ al <€ , og vi skriver l%m a =a .

Men l%m & eksisterer ikke for alle tallfglger. Det er derfor
hensiktsmessig & innfgre to nye grensebegrep, lim, sup a 03 limninf a , som
ifglge definisjonen nedenfor alltid vil eksistere.

Definisjon limnsup a = A hvis fra et visst N_ av

n €

1) alle e er < A+e , og



2) uendelig mange a er > A-e .
Hvis 1) ikke er oppfylt settes limnsup a =4

Hvis 1), men ikke 2) er oppfylt settes Lim sup & = -® .

lim inf & = - lim sup (-2 _) .
n n n n

IBl< « , vil fra et visst

Det er lett &4 s= at hvis limninf a = B,
N_ av
€
») alle a vere >3-, of

4) wuendelig mange a ~vere < Bie .

Forholdet mellom l%m . limnsup og limninf er gitt ved
Setning 1. {an} konvergerer hvis og bare hvis limpsup &, og
limninf a er like og endelige .
I dette tilfelle er

lim &, = lim sup a_ = lim inf a .
o n n n n n

Bevis . Anta at l%m an = a, Da vil, bare 2n er stor nok,

at+te<ag <a-¢£g .
n
Men ifglge definisjonen av limhsup og limninf ma,

lim sup a_ = a = lim inf a
n n n n

Anta s8 at limpsup a = limhinf a =a og la] < . Ifglge
definisjonen av 1imnsup vil, bare n er stor nox,

1) alle a, < a+¢

og ifglge definisjonen av limninf vil, bare n er stor nok ,
3) alle a, >a-€,

det vil si at fra et visst N€ av er

~

a-€c€<g <a+c¢
n

altsd lima =a . q.€ode
o n
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Setning 2.

(i) 1im inf a < lim sup a
n n — n - n

(ii) 1im inf a_ + lim inf b < lim inf (a + b ) < lim inf a +
n n n n - n n n - n n

lim sup b_ < lim sup(a_+b_) < 1lim sup a_ + lim sup b
n n—""n n n’ — n n n n

(iii) Hvis a <b n=1,2,..., s er

lim inf a_ < lim inf b og lim sup a_ < lim sup b
n n — n n n - ‘n— n n

4

Bevis. (i) Sett B = lim inf a_ og A = lim sup a_.
=2 n n n n

Anta st A < B,

Bare n er stor nok. er

alle 8, <A+e og
alle a >B -¢ ,
n

men dette er umulig hvis f.eks. € = E%ﬂ. > 0. (Tegn figur !) Altsdé md A > B .

(ii) Vi beviser den fgrste ulikheten, beviset for de andre gir pd
samme mate.
Sett A = lim inf a , B = 1lim inf b og C = lim inf {a +b )} . Anta
n n n n n n n

at A+ B >C, Vi kan velge € =.@E%%Lﬁ1 og vet at bare n er stor nok er
2

alle a > A -c¢€ or
n

alle b > B - ¢€ s
n

det vil si at

alle an+ bn > A+ - 2, Samtidig skal uendelig mange

a+b <C-c¢, men dette er unulig(tegn figur! ). Altsd m8 A+B < C .
n n =
(iii) Sett lim irf bn = A og limninf b = B. Anta at A>B og velg
n

£ = éugﬂg . Vi vet at bare n er stor nok er
alle bn< B+e og
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uendelig mange a > A -~ € , men dette er umulig siden a < bn
for alle n. Altsd md A < B. Den andre ulikheten bevises pd tilsvarende

méte. g.e.d.

Appendiks B,

Vi skal her vise

Setning En sannsynlighetsfordeling F har hdyst et tellbart antall

diskowtinuitetspunkt,

Bevis. La
1
D = { x|F(x) — F(z-) > = },n=1,2,...,

S

dvs. at Dn er mengden av alle diskontinuitetspunkt som har sprang >

Det er klart at antall elementer i Dn hgyst er lik n, siden F(+®) - F(-x)=1,

Videre er

mengden av alle diskontinuitetspunkt for F, som altsd hgyst har et tellbart
antall elementer. g.e.d.

GUF/elr

Aug.1968.



