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Th~or~mes de finitude et d'annulation pour la 
cohomologie des schemas en caract~ristique p > 0. 

§ 0. Introduction 

Dans (3), Grothendieck fait la conjecture suivante (13.1.3) : 

Soit k 1!-..ll..£.~algebriquement cl9.§.' et soit X un sous sch~ma -----
ferm~ de 1' espace _ _proj_e_ctif p n k On X = IPk §U.E . Sl!-..,.D'£0Se g,ue 

est eg,uidimensionnel de dimension d et que X est localement 

une intersection cmg_plet_£ dans P. Montrer que J20Ur tout faisceau 

coheren-t. ,..p ~ P-X , ~s grou:12es de cohomolg~ Hi(P-x,''t) 

Dans (4), Hartshorne preuve cette conjecture lorsque k est de 

caract~ristique 0 et lorsque le faisceau normal a X dans P 

est ample (en particulier lorsque X est non singulier en carac

teristique 0). De plus?Hartshorne montre le resultat suivant : 

The creme Soit X un sous sch~ma ferm~ connexe de dimension 

> 1 de P = Il?k11 
• Alors J20Ur tout faisceau quasi

coherent rp-_, sur P-X , ~ 

A ces enonc~s globaux correspondent des enonc~s locaux plus 

generaux concernant la "finitude" de groupes de cohomologie locale 

dans un anneau regulier local. Notre intention est de demontrer 

ici deux theoremes locaux qui auront pour corollaires la conjec

ture de Grothendieck et le theor~me de Hartshorne en caracteri-

stique p > 0 et qui plus generalement montreront que le probl~me 

de la nullite de l'avant dernier groupe de cohomologie dans le cae 

connexe est equivalent au probl~me de sa finitude. 
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§ 1. Sur l'hoMomorphisme de Frobenius. 

Tous les anneaux consideres dans cette section sont noetheriens 

de caracteristique p > 0 • 

Definition 

Definition 

Notation 

1o1: Soit A un anneau de caracteristique p > 0 (i.e. 

tel !J.l!:..§. ~~p~ C-.• > A). On appelle h_omomorpgisme 

1 Q 2: 

de Frobenius, et )n ecrit F : A-> A l'homo-

morphis~ F(x) = xP ]OUr tout x E A • On ecrit 

AF l'anneau A muni de la structure de A-algebre 

definie pa~ F , c'est a dire que pour x E AF 

et a E A , on a a • x = a Px o 

Soit M un A-module. On ar~:Qelle image reci-

* J)J:'ogue de M pa.r F 
' 

et on note F M le 

AF-ID.Qdule AF ® M 
A c'est a dire AF ® 

A M !!ill.ni 

de sa structure de A-module defini par.l'isomor-

]Lhisme F 
A=::.A • 

Pour la simpiicite de la redaction, nous poserons 

M(o) = M et nous ecrirons M(i) le A-module 

JP*M( i-1) • 

Proposition 1.3: Soit M un A-module de type fini 

une presentation finie de M 

Considerons 

(*) 

Soit 

(*n) 

r 1 m r 
A .....:z:_> A 0 --> M --> 0 

(a .. ) 
lJ la matrice de ~ • Alors 

r ~~) r 
A 

1 
--l::L.> A 0 -> M(n) -> 0 



.,, 3 ·-

ou cp(n) est la matrice ___ .._,, __ ...... _"-~- n 
(a i 3 . ) ' .t_~__§._Qr_~-

sentation finie de M(n) . 

D.§___plus, si A est local 1 de corps residuel k 

et si r
0 

= rangk k ®A M , alors 

Il suffit evidemment de prouver la proposition pour n = 1 • On 

applique le foncteur AF ®A. a(*) , et on oblient une suite exacte 

r AF®Acp r 
~ F ,0, ,A ' 1 > ,A F ,o,A j\ 0 .... VYA ..'1.. ~~ '61 • -> M( 1) --> 0 

Mais comme AF ®A cp = F(cp) = ai~ , on trouve le resultat annonce. 

Lorsque A est local d 1 ideal maximal m , dire que r 
0 

= rangkk® AM, 

c'est dire que aij Em pour tout i,j , done c'est dire que 

a.~ E ~ pour tout i,j lJ done c'est dire que r
0 

= rangkk®A M( 1 ). 

Exemple 1.6: Soit J un ideal de A , et soit x1 , ••• ,xs un 

systems de genera teurs de J , alors (A/J) ( n) 
~; Pn Pn est egal a A x1 , .•• ,xs . 

Proposition 1.5: Le for~teur image reciproque par l'homomorphisme 

de Frobenius commute a la localisation. De plus, 

si M est un A-module de type !l21i 9 alors 

F*M a m~me support que M . 

La premiere partie de la proposition est une consequence du fait 

que pour tout ideal premier p de A , on a (AP)F = (AF)P • 

La deuxieme partie results de ce que si A est local de corps 

residuel k , alors k ®A AF I 0 • 
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Proposition 1.6: Si A ~~-y_un _,?-n,Ee~l3:.1J-~__z_~~ciproque 

~l 1 homomO,EJ2his!Q.§ de Frobe~teur 

exact. Autrement diil_QQ}!.r toute suite e~f.§:Cte 

0 -> M' -> M -> M11 -> 0 

on obtient des suites exactes 

0 -> M' (n) -> M(n) -~> M" (n) -> 0 • 

Il suffit evidemment de prouver que AF est plat sur A , ce qui 

est un probleme local. On peut done 

local~ Mais alors prof AF = prof A 

sur A (ceci m~me lorsque AF n'est 

supposer 

implique 

pas fini 

que 

que 

sur 

A est un anneau 

AF est plat 

A) • 

Proposition 1. 7: Si A est un anneau regulier, pour tout A--modUle 

En effet, 

i 
(M( 1),A) Ext A rv -

de type fini M 

fonctoriels) 

Exti A (M(n) ,A) r:::: 

:Eixt~F F F (M ®A A ,A ) 
A 

il y a desisomorphismes (non 

(Extl (M,A)) (n) pour tout i • 

~ (Extl (M,A)) ®A AF • 



§ 2o Theoreme de finitude en caracteristique p > 0 ~ 

Theoreme 2.1: Soit T ~nne~u local 1:£gulier de caracteri~~~~ 

Lemme 

p > 0 . 

Soit J un ideal de R et soit i un entier 

tels que 

1) Pour toute composante irreductible Y de 

spec R/J , on a i < dim Y • 

2) Si U est l'ouvert complementaire du point 

ferm~dans Spec R , alors R/J restreint a U 

est Si (condition de Serre). 

~lors, si n est la dimension de H , pour tout 

R-mo~~ ~~-~ype fin2 M et pour tout entier 

s ~ n-i , les groupes de coh2mologie locale H~ (M) 

sont des B.-modules artiniens. 

2.2: Il suffit de prouver que H~ (R) est artinien 

pour s ~ n-i • 

Raisonnons par recurrence descendante, ce que l'on pout faire car 

H~ (.) = 0 pour s > n. Supposons que H~ (R) est artinien pour 

s ~ n-i , et que pour tout B.-module de type fini M , H~ (M) est 

artinien pour s > r ~ n-i • 

Soit N un B.-module de type fini. Il existe une suite exacte 

0 --> K --> Re --> N --> 0 • 

On en deduit une suite exacte 

Hr (B.e) -> Hr (N) -> Hr+1 (K) J J J • 
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Les deux modules exterieures de cette suite exacte a trois termes 

etant artinien, il en est de meme du module centrale, et le lemme 

est demontre. 

Rappelons que H~ (R) = lim Ext~ (R/Jn,R) pour tout systeme 
- --> n 

d'ideaux Jn definissant dans R la meme topologie que les 

puissances Jn de l'ideal J (i.e. tels que sour tout n ~ il 

existe m tel que Jn :::> J 
·- m' et J :::> Jm' pour m' ~ m). n ... 

Dans le paragraphe precedent nous avons defini J(e) comme l'irnage 

reciproqr:.e de J ( e-1) 

J(o) = J • Comme R 

par l'homomorphisme de Frobenius, en posant 
F est regulier, par 1.6, on a J(e) = J(e-1 )R, 

done lee J(e) forment un syst~me d'ideaux de R . 

Lemme 2o3 : Le s~steme d'ideaux J(e) definit dans R la meme 

~o~ologie que les puissances Je de l'ideal J. 

En e f f e t , s i !! = (a 1 , • • • lX r ) , 

et on a evidemment Je :::> J(e) 

alors 

et 

pe e 
i[ ( e ) = (IX 1 ' • • • ,a r p ) ' 

Lemme 2.4 : Pour s > n-i, les modules Ext~ (R/J(e)'R) sont 

de longueur fini~_QQur tout e ~ 0 • 

Comme R est :t>egulier, R/J(e) = (R/~)(e) • D'apres 1.7, il y a 

un isomorphisme 

Comme par 1.5, (Ext~(R/J,R))(e) a meme support que Ext~ (R/J,R), 

il suffit finalement de montrer que Ext~ (R/J,R) est de longueur 

finie pour s ~ n-i • Soit q un ideal premier non maximal de R. 

On veut prouver que Ext~ (Rq/JRq,Rq) = 0 pour s ~ n-i. On peut 
q 



evidemment supposer J c q 

sait qu'on a prof(Rq/JR ) ~ - q 

sinon il n'y a pas de probleme. On 

inf(i,dim Rq/JR ) • ·- q 

Soit c = inf(dim Yi) , pour Yi composante irroductiblu de 

.Alors codim~nsion de Rq/JRq cj.ans Rq t::st 'S. n-c 9 dono 

dim Rq/JRq ~ dim Rq - (n-o) • On en deduit 

dono , 

pdR (Rq/~Rq) ~ sup(dim Rq - i 9 n-c) 
q 

et comme n-i > dim Rq - i et n-i > n-o , Ext~ (Rq/~Rq,Rq)= 0 
q 

pour s 2: n-i ~ 

Lemme 2.5 : Soit E un module dualisant p~~ R (i.ec une 

envel~e ~ective qu cor£S residuel k de R) , 

alors les conditions suivantes sont e~uival~ptes 

1) H~ (R) est artinien 

2) HomR(H~ (R),E) est un module de type fin! sur 
A 

]-e complete R de R pour l~al m~al. 

3) <lim HomR(Ext~ (R/J(e)'R),E) est un R-module 

e [de _t_ype fini. 

1) <=> 2) est une dualite classique ((1), expose IV). L'equivalenre 

2) <=> 3) est une consequence immediate de l'isomorphisme de fonc

teurs lim Hom( • ,E)-:::: Hom( lim ·,E) • 
<- --> 

Lemme 2.6 Dans la categorie des R-modules de longueur finie, 

on a un isomor~hisme de foncteurs: 



En effet, ces deux foncteurs sorrt exactes et coincident sur le corps 

residual k de R • Cet isomorphisms est de plus canonique 

( ( 1 ) , expose III). 

I I Combinant les deux lemmes precedents, on constate que pour prouver 

le theoreme, il suffit de prouver que pour s ? n-i 

" est un R-module de type fini. 

C 1 est une conse,..quence immediate du lemme et de la proposition qui 

sui vent 

Lemme 2.7 Soit k Je corps residuel de R , alors le rang 

residuel rangk k 0R Ext~ (Ext~ (R/J(e) 9 R),R) est 

lnde~e~dant de e • 

D'apres 1.7, il y a un isomorphisms 

Mais, d'apres 1o3, pour tout R-module de type fini M , et pour 

tout entier e , on a rangk k ~R M = rangk k ~R M(e) , 

Proposition 2.8~ Soit A un anneau local de COr2S residuel k •r ·: 

Soit (Me) un syst~me projeQtif de R-modules 

de longueur finie, a rangs residuels barnes 

(i.eo tels que ranglt k ®R M $ C) . 
:S-lors lim Me est un module de type fini sur le 

<-e 
" COm}2lete A de A pour lfideal maximal. 
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Pour tout e , posons n I rn ( M , -> M ) • 
e'~e e e 

Comme les modules l\1e sont de longueures finies, le systeme pro

jectif verifie la condition de Mittag-Leffler, c'est a dire qu'on 

a Pe - Im (Me 1--> Me) pour e'assez grand. On en deduit 

rangk k 0A P
8 

~ C pour tout e. On sait que les modules Pe 

forment un systeme projectif surjectif tel que lim Pe = li.m M
8 

o 

<-- <~ 

On peut done remplacer le systeme M e par le syst~me 

ment dit1 on peut supposer que le systeme projectif 

P autre-
e ' 
est surjec-

tif. Alo~s la suite rangk k ®A Me est croissante et bornee. 

Done en "oubliant" un nombre fini de Me , ou peut supposer que 

rangk k ®Me est constant egal a n • C'est a dire qu'on peut 

supposer que les homomorphismes surjectifs 

(e' ?.: e) 

definissent des isomorphismes 

Considerons une surjection 

A 11 --> Me --> 0 • 

On peut alors relever l'application (*) en un diagramme commutatif 

En tensorisant par k , on obtient un diagramme commutatif 
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qui montre que k'll -·> k 0 M 
A e' est un isomorphisme, done que 

A'll ->Me' est une surjection. On a done un diagramme commutatif 

0 

t 
An > M --> 0 e 

II t 
An > M --> e' 0 

Il existe une suite croissante d' en tiers c (e) tels que si m est 

l'ideal maximal de A , on ait mc(e)M = 0 • 
- e 

On peut done factoriser le diagramme precedent en un diagramme 

commutatif 0 0 

t t 
A'll --> A 'lljmc( e) A 'rl --> Me --> 0 

11 t t 
A 'll -> A n;ill c (e' ) A 'll -> M -> 0 a' 

Soit Ke= Ker A n;m c ( e ) A 'll --> M " e 

On obtient un systeme projectif de suites exactes: 

Tous les modules decrits ici etant de longueures finies, le systeme 

projectif Ke verifie la condition de Mittag Leffler. 

On obtient done une suite exacte 

0 -> lim Ke ·-> lim A n;mc (e) A 'll --> lim Me --> 0 
<--- <--- <---

A 

On a done une surjection de A-modules 

K'll ---> lim M ---> 0 
<- e 

et la proposition est demontree. 



En corollaire du theoreme local de finitude en caracteristique 

p > 0 , on obtient un theoreme global de finitude en caracteristiqtle 

p , plus fort que le resultat general conjecture par Grothendieck. 

Ce theoreme, ou un resultat assez similaire a sans doute deja ete 

demontre par R. Hartshorne, par des methodes geometriquese 

Theoreme 2 .. 9 Soi t X un sous scl).ema ferme de 1' es};illce J;l.±O j_§.ctif 

P = JPkn sur un cc~Q.e caracteristigue p o 

Soieut xj les CQ!llp 0 S..§:n t e s. irreductibles de 

§Oit d = inf dim x. • 
j J 

Supposons que X est si avec i < d (i.e -
.:t..out X E X 

' prof 0 X,x ~ inf ( i , dim C3 X x) ) • 
' 

~ Hs(P-X, f-l est llll k...:.~ace vectoriel 

_iype fini, pour tout faisceau coherent ~ J2..1d1: 

P-X , ~t pour tout entier s ~ n-i • 

De_plus, pour les m~mes valeurs de s 

s {;vi H (P-X, -(r)) = 0 pour r assez grand. 

On a P = Proj A ou A est l'anneau gradue k[T
0

, ••• ,Tn] • 

Soit J un ideal gradue de & definissant X , c'est a dire, 

tel que X= Proj A/J • Posons B = A/J = k[t , ••• ,tn] 
- 0 

' ' ou 

est l'image de Ti par la surjection A--> A/~ • 

Lemme 2.10 . Pour j = 0,1,.o.,n on a . 
' 

Spec Bt. ~ xt. [T,T-1] • 
J J 

Ce lemme est demontre dans E.G.A chap 2. 8,3.6. 

X 1 et 

pou:r. 

de 

Lemme 2.11 : Pour tout A-module de type fini r1 , les groupes 

de coh2mologie local~ H~ (M) sont des A-modules 

artiniens a support reduit a l'ideal maximal 

~ 0 , ••• ,Tn) ~our s ~ n+1-i o 
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Par la classique recurrence descendante 1 que nous avons deja utili~ 

s~. pour prouver 2c2 9 on voit qu'il suffit de montrer que 

est artinien a support dans l'origine pour s ~ n+1-i " 

On sait que H~ (A) =<lim Ext~ (A/J(e)'A), et que pour tout e 
e 

le module Ext~ (A/J(e)'A) a meme support que Ext~ (A/if_,A). 

Montrons d'abord que H~ (A) a son support reduit a l'ideal maximal 

(T
0
,.o-,Tn) pour s '2:: n+1-i. Pour cela, il suffit de montrer que 

Ext~ (A/J,A) a son support reduit a (T 09 ••• ,Tn) pour s ~ n+1-io 

Soit cone q un ideal premier de A different de (T
0

, ••• ,Tn) • 

On veut montrer que 

ExtAs (A /JA ,A ) = 0 q- q q q 
pour s > n+1-i o 

On peut evi~emment supposer que q ~ J , et dans ce cas, il suffit 

de prouver que dpA (A /JA ) < n+1-i • 
q q q 

Rappelons que B = A/J • Parle lemme 2e10 9 on voit que si q est 

non maximal, on a 

prof B > q -

et que si q est maximal, on a 

Done si q est non maximal, on a 

mais 

et 

dim A -i < n+1-i q car dim Aq < n+1 , 

= codimA Bq S: n-d < n+1- d $ n+1-i • 
q 



Par ailleurs 9 si q est maximal 

dpA Bq ~ sup(dim Aq- (i+1), dim Aq- dim Bq) • 
q 

Mais dim Aq -~+~ = n+1-(i+1) = n-i < n+1-i , 

et dim Aq - dim Bn = codim, B ~ n-d < n+1-d ~ n+1-i 
':1.. 1-~q q 

pour s ::: n+1-i 

( *) 

on a 

Hs (A) = 
J pour s > n+1-i o 

Mais alors, Am est un anneau regulier local de dimension 

n+ 1 , et par 2o10 on voit que A /JA m- m est dans l'ouvert 

complementaire du point ferme de Spec Am , avec i < dim Y pour 

toute compoAante irreductible Y de Spec A /JA • On peut done m-m 
appliquer le theoreme local de finitude qui prouve le lemme compte 

t enu de ( -K-) • 

Le lemme etant demontre, le theoreme 2.9 est une consequence de la 

suite exacte de cohomologie locale, appliquee aux schemas projectifs 

sur k • 

r.J'-' En effet, on peut prolonger tout faisceau coherent ~ sur P-X 

en un faisceau coherent sur P avec lequel on peut l'identifier 

sans changer le sens du theoreme. Si rp-- est un faisceau coherent 

sur P , on sait qu'il existe un A-module gradue de type fini M 

le definissant. On a alors une suite exacte 

0 -> H~ (M) -> M -> L H0 (P-X, 1 (e))-> Hj (M) -> o, 
e 



et des isomorphismes 

I Hr (P-X, rp- (e)) ~ H~+ 1 (M) pour r ~ 1 o 

e 

On en dedui t que ) Hs (P-X, y( e)) est un A-module artinien a 
'---.: 

e ~ 
support redui t a 1 1 origine pour s > n-i ' done que HS (P--X? r ) 
est un k-espace vectoriel de type fini pour s ~ n-i~ et que 

Hs (P-X, T (e)) = 0 , pour s ~ n-i et pour e assez grand. 
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§ 3. Relations avec la cohomologie des sch~mas formals. 

Rappelons d'abord le resultat bien connu suivant qui est un corollahB 

de E.G.A~ Chap. 03. Prop~ 13.3.1. 

"' Proposition 3.1 : Soit X un schema noetherian, et soit X le 

Proposition 3.2 

comElete formal de X le long d'une partie 

fermee Y de X , definie par un faisceau 

d'ideaux coherents J 
~ 

de @X • Soi t r u:q 

faisceau coherent sur X etsoit (~=rr/Jn+ 1 t 
A 

Soit U un ouvert de X et soit U son 

complete formel__le long de Y n U • 

Alors les homomorphismes canoniques 

sont surjectifs pour i > 0 • 

De plus, si le systeme pro j ectif (Hi-1 (U 9 ~ ))n 

verifie la condition de Mittag-Leffler, alors 

Soit R un anneau local complet de Corenstein 

de dimension d. 

Soit m l'ideal maximal de R et soit E une 

enveloppe injective du corps r&siduel k de 

R (i.e. un module dualisant de R ). 

Soit J un ideal de R • 

Poson.s u == Spec R - fm} et y = V(J) n u . 
A 

Alors, si u est le complete fennel de u 

J_e long de y 
9 
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il y a une suite e±aci~ 

et des isomorphismes : 

i(" '"),...., ( d-(i+1)( ) ) H U, 0u - HomR HJ R ,E • 

En effet, considerons le systeme projectif de suites exactes 

Comme le systeme projectif R/Jn verifie (MeL) , on obtient, en 

passant ~ la limite une suite exacte 

( 1 ) 

De meme, les isomorphismes 

dOY.IrEnt, en passant ~ la limite) des isomorphismes 

( 1 I ) lim Hi(U,R/Jn) ~ lim H;+ 1 (R/Jn) 
<-- <-- -

pour i > 1 • 

Comme est artinien pour tout ideal de R et pour 

tout entier s ~ 0 , (*) 

projectifs (Hi(U,R/Jn))n 

Done, par 3.1, on a (2) 

et (**) montrent que les systemes 

verifient tous (M.L). 

Hi(U, Gfr) = lim Hi(U,R/~n) pour n ~ 0 • 
<:--

n 

Le theureme de dualite locale donne des isomorphismes fonctoriels: 



Dono lim H! (R/,;In) -.:::: lim HomR(Ext~-s(R/~In ~R) ,E) 
<·- <--n 

( 3) 

II 

II 

~ HomR(lim Ext~-s(R/Jn,R),E) 
--> 

En combinant (1), (2), (3) on trouve la suite exacte1 et en com

binant (1 '), (2), (3) on trouve les isomorphismeso 

Corollaire 3.3 : Soit R un avneau local complet de Corenstein 

de dimension d • Soit U l'ouver~ complemen-

taire du point ferme £~ Spec R. Soit J un 

id6al de R . Soit r un entier tel gue 

osr::Sd. 

Les conditions suivantes sont ~quivalentes 

1) H~ (M) est un R-module artinie~, pour tou~ 

R-module de type fini M , et tout entier 

s 2: d-r. 

2) H~ (R) est un R-module artinien pour 

s ?: d-r . 

3) Si U est le complete formel de U le long 

de V(J) n U , alors est un 

R-module de Jxpe fini pour i $ r-1 . 

Nous avons deja demontre 1) <=> 2) par recurrance descendante. 

l'equivalence 2) <=> 3) est une consequence immediate de la 

proposition. 
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§ 4: Sur l'avant dernier groupe de cohomologie locale-

Theoreme 4.1. Soit R un anneau local r~ulier com:plet __ de. 

dimension d ' a corps residual separabl_ement clos Q 

Soit U l'ouvort comJ?lementaire du_point fer!!!.£ 

dans Spec R , et soit J un ideal de R ~1_.9.ue 

V(~) n U soit connexe de dimension ~ 1 . 

Les condi·tion~ 7antes sont eg,ui v~lentes: 

1) H~ (M) est un R-module arti~~ pour s ~ d-1 et 

pour tou1 R-~dule de typ~_fini M • 

2) Hs 
J (R) est un R-·module a_rtinJ:~pour s ~ d-1. 

3) Hs 
J ( l\1) := 0 QOUr s ~ d-1 et pour tout 

R-module M . ---
4) Hs 

J (R) := 0 .£9..£!: s 2: d-1 . 
5) H0 ('o·, ~A) ou 

A 

est fini sur R 
' 

u est le u 
complete de u 1e long de V(I) n u . 

6) L'homomorphisme canonique R --> H0 (U, ~U) est 

un iso~orphisme. 

Les conditions 1), 2) et 5) sont equivalentes par 3.3. Llequiva

lence des conditions 3), 4) et 6) est une cons6quence de la suite 

exacte de 3.2, compte tenu du theoreme local de Lichtenbaum qui 

entraine ici H~ (•) = 0 • Comme on a evidemment 6) => 5) , il 

reste a demontrer 5) => 6) . 

On sait qu'on a 
0 1\ 

H ( U ' @U) ::: ~ 1~~ <9fi 'X • . (*) 

xEUnV(J) 

Rappelons que si x E U n V(J) , et si qx est l'ideal premier de 

R correspondant a x , alors &u,x est un anneau local, dont le 

complete est ~ , complete de 1' anneau l,ocal Rq pour 1' ideal 
X X 



qxRq On en deduit que toutes les fleches apparaissant dans la 
X 

limite projective (*) sont injectives. 

Lemme 4.2 : Pour tout X E U n V(J) , l 1 homomor£hisme 

Il suffit eviden®ent de montrer que si a est un element non nul 

de H0 (fi, ~fi) , son image dans 

x E U n V(J) . 

est non nulle pour tout 

Comme a I 0 ' il 8Xiste X E u n V( J) tel que 1 I image de a dans 

Sfi,x soit non nulle. Soit y E U n V(J) 
' 

et soient qx et qy 

les ideaux premiers de R correspondants a X et y . Comme 

u n V(J) est connexe, il existe z1~···,zs E u n V(i[) 
pouJ 

ayant ideaux 

premiers correspondants qz , ••• ,qz tels que si on considere la 
1 s 

suite d'ideaux premiers qx,qz
1

, ••• ,qzs'qy, il y ait toujours une 

relation d!inclusion entre deux ideaux successifs. On en dedui t que 

si 1 1 image de a dans \9"' u,x est non nulle, alors l 1 image de 

dans ~U,y est non nulle. Le lemme est demontre. 

Lemme 4.3 H°Cu, S"') u est un anneau integr§lement clos fini 

Comme pour x E u n V(J) 
' 

le complete de ®U X est un anne au , 
regulier, (9.-. u,x est integralement clos. Soit a est un element 

d f t . d H0 (u"', t::lu"') corps es rae 1ons e o 

sur R. 

du 

c I est un element du corps des fractions de eu- X ' done a E eu" X 
' , 

, 0 "' et ceci pour tout x E U n V(J) . On en deduit que a E H (U, Sfi). 

Le fait que H0 (U, 6-fr) 

l 1hypothese. 

est fini sur R n'est rien d 1 autre que 
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J..Jemme 4.4. : Spec H0 (U, efr) est un revetement etale de Spec R. 

Comme R est un anneau r~gulier, d'apres le theoreme de purete 

il suffit de prouver que tout ideal premier de hauteur 1 de l'anneau 

0 " A = H (U, Sfr) est etale au dessus de R • Pour tout x E U n V(J), 

soit qx l'ideal premier de R correspondant. 
/\ 

Px = A n qx Su ,x = A n qxRq ~ I,es injections 
X 

montrent que Px est etale au des sus de R. 

Comme ' lim eu- x on a A = n A ll.. = ' <-- ' xEV(J)nU 
xEUnV(J) 

Po sons 

Px 

On en dedui t que tout id6al premier de hauteur 1 de A est contenu 

dans un Px • Comme l'ensemble des points ou le morphisme 
est etg,le, 

Spec A-> Spec R /est ouvert, on en dr:fduit que tout ideal premier 

de hauteur 1 de A est etale au dessus de R , et le lemme est 

demontre. 

Mais comme R est complet a corps residuel separablement clos, 

le seul revetement etale connexe de R est R lui meme, done 

l'homomorphisme R --> H0 (fr, ~fr) est bien un isomorphisms et le 

theoreme est demontre. 

Corollaire 4.5 : Soit R un ~nneau local com2let reg~l~er de 

~eristique p ?' 01 de dimenS.i..Qll d ~ a .corps 

r8siduel separaplement clos. 

Soit U l'ouvert complementaire du point ferme 

de Spec R, et soit J un ideal de R 

V(.Q:) n u soit connexe de dimension > 1 • Alors -
1 ) Les foncteurs H~-1(•) et H~( •) sont nuls 

2) " Si u est le COm:Qlete formel de u le long 

de V(J) n u 
' 

l'homomorphisme canoniqu~ 

" R -> r(u, 0") u 
est un isomorEhisme. 
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En effet, le probleme etant topologique? on peut supposer que J 

est une intersection d'id~aux premiers. 

Par le theoreme locale de Lichtenbaum 

Comme pour tout composante irreductible Y de Spec R/.i[ , on a 

1 < dim Y , on peut applique le theoreme local de finitude en 

cgracteristique p (2.1), done Hg-1(R) est un R-module artinien$ 

Mais par le theoreme 4.1, ceci implique HJd-1(·) 0 . . l = , a1nsl que a 

propriete 2) qui n'est autre que la propriete 6) de 4.1. 

Donnons enfin le corollaire global de ce resultat local. 

Corollaire Soit k un corps sepa:;:§-b=kement clos de carac

j;~~~~..9.._ue p • 

Soit X un sous schema ferme connexe de 
n dimension > 1 de _1' espace pro j ectif P = JPk & 

A t t f . . h" t ~-..: lor§__pour ou alsceau quasl-co eren 1 

sur P-X , on a 

Hn-1 (P-X, ~) = 0. 

On sait deja par le theoreme de Lichtenbarnn que 

Tout faisceau quasi-coherent etant limite inductive de faisceau 

coherent, il suffit de montrer que 
':'-... 

faisceau coherent r sur P-X • 

n-1( "-;"'\...1 ) H P-X, - = 0 pour tout 

Mais ce resultat se d~duit du 

resultat local precedent exactement comme le theoreme global de 

finitude se deduit du theoreme local de finitude. 

/ 
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