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A class of space curves that do
not admit a cuspidal projection.

Let X be a curve of degree Z 5 in. P (n>4), and
assume X spans P, If is shown that if X is smooth,
with no points of inflection and no hyperosculating planes,
then a generic projection of X 1in ]P5 does not admit a

cuspldal projection in a plane,



UNE CLASSE DE COURBI CGAUCHES QUI
N'ADMETTENT PAS DE PROJECTION UNIBRANCHE
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soit X une courbe gauche de degre > 9 de Bf(jyz4).
On démontre que lorsque X est lisse sans points d'inrlexion
et sans plans d'hyperosculation une projection générigue de X

dans ZP5 n'admet pas de projection unibranche dans un plan,

Soient k un corps algebriquement cloé de caractéristique
zeéro ef ()CZPi une courbe lisse connexe, Une projection
Cq = hq(C) de centre q€ P2 -C, est dite unibranche si elle
est birationelle &8 C ¢t n'admet que des points de rebrousse-
ment comme qinguiaribés.

Daus ([1]), R. Piené démontre que si 6(C) <% (avec
8(C) = (a-1)(d-2)/2~-g ou d = degC et g = genreC), aloru: C
admet toujours une projection unibranchej; de plus elle con-
jecture que si C est une courbe suffisamment générale de
6>4, elle n'en admet pas. Nous démontrons ici le résultat

suivant:

THEOREME 1e - ©Soit XCZIp', n>4, une courbe lisse, sans
points d'inflexion et sans plans d'hyperosculation. Supposons
6>4, Bi C est une projection générique de X dans ]PB,
alors C n'admet pas de projection unibranche.

REMARWIE: On verra (Prop. 3) que toute courbe -Xciﬂil,

n >4, 1lineairement normale de degré d>2g+ 3 verifie les
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hypothescs du thdéordme 1.
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Je veux ici exprimer me:s remerciements a R. Piene pour

de nombreuses et €claircissantes discussions sur ce sujet.
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soit Xc P une courbe lisse et irreductible, pour
tout peX il existe une representation parameétrique locale

aftfine de la forme

L.+1i
.1 4+ (facteurs de degre plus grand)

i = 1,2,e0e,01

avec 0<1ly;<15<...<1 . On dit alors ([2]) que p est un
point de type (1,41, 1,+2,...,1 +n) ou 1, +1i est l'ordre
de contact de l'espace linfaire de dimension i osculateur
a X en p. Si 1, = ly, =ces=1_=0 on dit que X est
m-liSse en p et si X est m-lisse en tous ses points on
dit que X est m;lisse. Les points n-lisses sont appel €s
points ordinaires et finalement les points d'hyperosculation

=0 et 1 = 1.

ordinaires sont ceux qui verifient 1 4, n

Notons tp la droite tangente 8 C en un point p de GC.
On sait que si C n'a que des hyperosculations ordinaires,
deux types au plus de point de rebroussement sont possibles
pour Cq:
a) si pé€C est ordinaire et q€tp, alors hq(p) est de
type (2,3) (rebroussement ordinaire);
b) si p€C est d'hyperosculation et q€ tp, alors hq(p)
est de type (2,4) (rebroussement ramphoide). Dans ce cas

([1]) on peut trouver une représentation paramétrique de Cq



au voisinage de hq(p) de la rorme

X=L2

2s+3

y = at4+-(puissances paires de t)+bt + aee

On dira alors que le ramphoide est du .type s. Cette singularité

absorbe s+ 1 points doubles ordinaires,

Pour démontrer le théoréme il suffit de considérer le
cas n =4, En effet'uhepmojection générique dans ZP4 d'une
courbe 3-lisse de IP" , n>5, est une courbe 3-lisse de IPU'.

I&mw<mmé<we'6z4voﬁa d>5., Pour d:f%Gonpmm
voir qu'il existe seulement un nombre fihi de droites de ]P4
qui dbnnent lieu par projection (centrée en cette droite) a
une céﬁrbe plane avec 6' rebroussements 6rdinaires. Au
contraire dauns lefcas d>7 1il n'existe pas de projection
avec 6 rebrousséments ordinaires. En éffet considérons 'Bg
la développable des tangenteé de la courbe X. C'est une
surface.de Bt de degré r, = 2d+2g-2 ([2]). Il suffit de
verifier que chaque droite de i coupe S; dans un nombre
de points (pris avec multiplicité) strictement inférieur a b6.
Mais une droite coupe S;, au maximum, dans rq-B points
'(uauf pour g=0). Donc si & < rq-é on obtient |
g > (d2¥-7d-+10)/5, mais, d'aprés la majoration du genre de
Castelnuovo ([3]), on a g < (dg-5d4-6)/6; On en deduit
d<6, Dans le cas g = 0 avec la méme méthode on obbtient
d<7?, mgis on vait qu'une courbe plane rationnelle de degré 7

ne peut pas avoir & = 15 rebroussement ordinaires.

4 .
Comme pour une courbe de 1P on a toujours & # 4, on

- ’ ~ 4
peut supposer b6>5 et le theoreme 1 est une consequence
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du lemme cuivants

LEMME 2, - Soit XCZIﬂ  une courbe A-lisse. Il existe un
V :
ouvert non vide Vc ' tel que pour tout veV, la projection U,

; - . )
de centre v, de X dans 1P, verifie:
(1) C a seulement des points d'hyperosculation ordinairej;

(2) si p€eC est un point d'hyperosculation alors pour
tout qe€tp on as

(a) hyg(p) est un ramphoide du premier type de Cqj

(b) il existe au plus une autre tangente a C passant
par dq.
Deémonstration. — (1) est bien connu.
(2)-(a). Boit ue€X un point ordinaire; considérons une

représentation paramétrique locale

X = aqtd-,..

_ L2 3
( y = b2t "l‘b;t +.oo
1) 3
- 5 4
W o= 05t +c4t + ece
% = d4t4+-d5t5+-... )

avec a,]-b2-05-d4 # 0. H, = {z=0} est l'hyperplan osculateuwr
a X en u. Soit ‘v(&Hu et hV le projection dans 1'espace
)

avec v, =0 et v # 0. L'equation locale de C au point

d'équation w = O. Donc on supposera Vv = (v_,V

V.,V
x? y’ w?®'g

p = nv(u) devient

—~

X = aqthi-.,.
- 2 . 5
(2) <y = byv t -+(b5vw-c5vy)t +eee
g o= G 4 )
|z = d4th +-d5th 4+ ece
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En projetant alors dans ZEQ par un point de tp = {y=2z=0}

on oblienl un ramphoide de Lype w22 0l el sculement oi

, L2 | |
(1], lemme 1) b2d5vw-d4vw(b5vw-03vy) = 0 et donc

)Y

0

it

(%) (bgdB--b5d4)Vw1-05d4Vy

La condition (%) et v, = 0 definissent un plan P_. Alors

(2)-(a) est verifi€e lorsqu'on prend v dans 1'ouvert
L b
Ve = P - (C U P )U(UH;))
ueX i

ou les Hy (en nombre fini) sont les hyperplans d'hyperoscula-

tion de X.

(2)-(b). Soit MC:EH' le sousensemble defini de la fagon
sulvante:
veM si et seulement si sur la courbe C cofrespondante il

existe un point d'hyperosculation u tel que sur la droite

tangente tu il y a, au moins, un point triple pour Sg.
Soit maintenant Tris(S;) la sousvariet€ de la Gruasc-

. i . . , N /I . ’
manienne formee des droites trisecantes a Sye. Considérons
X

| 'ensemble M'c:Efyx X)(Tris(S;) défini par

m

M' o= {(v,u,L) € P xX x Tris(Sg)/veL, LcH, LNt #¢)

Considerons les projections

On a -pq(M') = M. De plus si u€X, pgq(u) est de dimension 2,

. .. . . ) . A
Pour le voir il faut considérer les droites trisécantes a bX
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conbenues duns  H et « sou . n a Ny =t UD
3 u jul coupent tu 0 Hu X u U
. . . v
ou J)“ evl wie courbe danws Mu ¢t les triuscecantes que |'on
cherche colcident avece Les cordes de Du qui coupent . tu'

On voit done que dimM' = % et, par conséquent, dimM = 3,

La proposilion suivante nous permet de déterminer une

clusse de courbes satisfaisant les hypothéses du théoréme.

PROPOSITION %. - Soit Xc P n >4, lineairement normale,

S 0<i<d-2g+1, alors X est i-lisse.

Déwonstration. Soient peX un point de type

(l.,‘+’l,; J_2+2,...,ln+n) et T 1'espace osculateur en p de
dimension i -1. Le systéme linéaire des hyperplans contenant T
coupe sur X une série linéaire de degré < d-i-1.. Bu uti-
Lizant le théoréme de Clitford on peut voir que cette série et

nou speéciale. Finalement le théoreme de Riemann-Roch donue l_i= 0.
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