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A class of space curves that do 

not admit a cuspidal projection. 

Let X be a curve of degree 2: 5 in r(n,:::4), and 

as;:oume X It is shown that if X is smooth, 

with no point:.; of inflection and no hyperosculating planes, 

Lhen a generic pro,jection of X in JP3 does not admit a 

cu::pidaL projection in u plane .. 
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U.Nb Cl.ABBE DE COURBEfJ GAUCHES QUI 

N 1 ADMEI'TEN'l' PAS DE PROJECTION UNIBRANCHE 

0oi t; X uno courbe gauche de degre' > ~) de W 1 (n .2: '~). 

On demontr-e que loruque X est lisse sans points d'inflexion 

et sanrJ pJ aJJs d 'hypero.sculation une projection generique de: X 

dans JP 3 n'admet pas de projection w1ibranche dan1:: un plnn. 

Soient k un corps algebriquement clos de caract eri:=otique 

zero et C c JP~ une courbe lisse connexe. Une projection 

Cq = hq(C) de centre qElP3-C, est dite unibranche si ells 

est bir·ationeLl e cl C et n 1 admet que der.; point[.; de relH'ou:::;::;e-

DLHlS ([1]), H. Piene demontre que si o(C)~3 (avec 

o(C)., (d-1)(d-2)/2-g ' ou d a deg c et g ~ genre C), alor~. 

admet toujoura ur1e projection illlibranche; de plus elle con

jecture que si C est une courbe suffisamment generale de 

0 .2:4' elle n I en admet pas. Nous demontrons ici le resul tat 

suivant: 

' ' 
THEOHEl"'E 1. - Soi t X c Y , n _::: 4, une courbe lisse, sans 

points d 1 inf.Lexion et ~;ans plans d 1 hyperosculation. Supposons 

o .2: 4. Si C e.st une projection generique de X dans JP 3, 

alors C n 1 admet pas de projection unibranche. 

> /1 n_ 1"' 

REMi\Ht.:tllE: On verra (Prop. 3) que toute courbe Xc P 1 

lineairernent normale de degre d _:::: 2g + 3 verifie les 

c 
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' ' ' f1ypoLhH:iu:1 c1u Un:or·emf) 1. 

Je veux ici exprime[' me:~ remerciements a R. Piene pour 

de nombreU;..JeS et eclaircissantes diSCUSf}iOYlS SUr Ce SUjet • 

Boi t X c:_ .IPn w1e courbe lisse et irreductible, pour 

tout p t: X i l existe Lille representation paranietrique locale 

tlf1"ine de la forme 

l. +i 
= a. t 1 + (facteurs de degre plus grand) 

1 

1,2, ••• ,n 

point de type ou 1. + i est 1 1 ordre 
1 

de contact de l 1 espace lineaire de dimension i osculateur 
... 
a X en p. Bi 11 = 12 = 0 •• - lm = 0 on dit que X est 

m-lisse en p et si X est m-lisse en to us ses points on 

dit que X est m-lisse. Les points n-lisses sont 
, 

appeles 

points ordinaires et finalement les points d 1 hyperosculation 

ordinaires sont ceux qui verifient 1 = 0 et n-1 

No tons tp ' la droite tangente a C en un point p de C. 

On sait que si C n 1 a que des hyperosculations ordinaires, 

deux type~; au plus de point de rebroussement sont possibles 

pour Cq: 

a) c.:ii p E 0 est ordinaire et q E tp, alors hq(p) est de 

type (2, 3) (rebroussemen t ordinaire); 

b) si p E C est d 1 hyperosculation et q E tp, alors hq(p) 

est de type (2 ,4) (rebroussement ramphoide ). Dans ce ca~> 

([1]) on peut trouver une representation parametrique de Cq 
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au voisiwJ.ge de hq (p) de l a :·orme 

f = L2 

X 4 ' . . d 
y = at + ~pulsse:m<:es palres e 2s+3 t) + bt + ••• 

On dira a]ors que le ramphoide est du.type so Cette singularite 

absorbe ;.-; + 1 points doubles ordinaires. 

Pour demontrer le theoreme il suffit de considerer le 

cas n 2:s L+. En effet w1e projection generique dans JP4 d 1 lme 

~ourbe 3-1 isse de r ' n.::: 5' est une courbe 3-lisse de JP4 • 
' , . 

Etant donne que o > 4 on a d _:::5o Pour d = 5, 6 on peut 

voir qu 1 il existe seulement nn nombre fini de droi tes de IP4 

qui donnent lieu par projection (centree en cette droite) a 
une ccurbe plane avec o rebroussements ordinaires. Au 

contraire darw le cas d > 7 il n 1 existe pas de projection 

avec rebroussement:::; ordinaires. En effet consideron:.:; 

la deveJoppable des tangentes de la courbe X. C 1 est w1e 

surface de JP4 de degre r 1 ...: 2d + 2g- 2 ( [2]). Il suffi t de 

verifier que chaque droi te de JP4 coupe '1 SX dans lUl nomb re 

de poihts (pris avec multiplicite) strictement inferieur ~ b • 

.Mais une droite coupe S~, au maximum, dans r 1 - 3 poinL> 

(:.;auf pouc g == 0). Done si o < r 1 - 2 on obtient 
') .. 

g :;... (dL- 7d + 10)/3, mais, d 1 apres la majoration du genre de 

Castelnuovo ([3]), on a 
') 

g .:: (c1L- 5d + 6)/6. On en deduit 

d.:::_ 6. Dan~> _t e cas g = 0 avec la meme methocle on obtient 

u<7 mni~: 011 sait qu 1 unc courbe plane ratiorwelLe de dcgre '/ - , 
ne peut pas avoir o ~ 15 rebroussement ordinaires. 

Comme pour ww courbe de JP4 on a toujourD o ~ 11, on 

peut ~wppo~:er o _:::: 5 et le theoreme 1 
I 

est ww consequence 
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du 1 emme ~.:ui van t: 

4 X c JP w1e courbe 3-1is0e. Il exi0te ur1 

ouvert non vide V c :n/1 tel que pour tout v E V, la pro,jection c, 

de c:entre v, ae X dan:.:; JP3, verifie: 

(1) U a seulement des points d 1 hyperosculation ordinaire; 

(2) si p E. C est un point d 1 hyperosculation alors pour 

tout q E t!J on a: 

(,a) hq(p) est un ramphoide du premier type de Cq; 

(b) 
~ 

il existe au plus une autre tangente a C pa::-.:;sant 

par q. 

Demorwtration. - ( 1) est bien connu. 

(2)-(a). Soit u EX un point ordinaire; considerons une 

1·epreoentation parametrique locale 

X = a 1 t + u •• 

2 3 y = b2t +b3t + ••• 
( 1) 

3 4 w - c 3t +c4 t + ••• 

. L~ 5 
~ = dL~t +d 5t + ••• 

avec a,1• b2 • c 3 •d4 ~ 0. Hu ::o: [ z = 0} est l 1 hyperplan o.scul ateur 

a X en u. Soi t v E Hu et hv le projection dans 1 I e~_;pace 

d'Jquation w ~ 0. Done on supposera v ~ (v ,v ,v ,v ) 
X y W Z 

avee v = 0 et z v ~ 0. L'equation locale de C au point 
w 

(2) 2 3 y ::b2vt +(b;~.V -C;~.V )t + ••• _w JW JY 

- .4 ~ z = d4 v t + d r: v t + • o • w ::> w 
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E•1 pl·ojet<wt alors dan~_; II'2 par un point de tp = (y = z = 0} 

011 otJLicnL tW rallipho.i.du Ju Lype : . .1.>2 :H. eL. ::cul.c~rnenL :.;i 

( [ 1 J, lemme ·1) t 2 dl- v 2 - d4 v (b-. v - G-z v ) = 0 et done.: 
~ w w ' w ~ y 

(3) 

La conch tion (?) et v z ::.: 0 definis.sent un plan P u" Alor!:.l 

(2)-(a) est verifiee lorsqu 1 on prend v dans l'ouvert 

v I = JP4 - ( ( u p ) u ( u H . ) ) 
uEX u i 1 

ou les Hi (en nombre fini) sont les hyperplan:3 d 1 hypero:.:>cula

tion de X. 

(2)-(b)o Soit McJP4 le sousensemble defini de la far.yon 

v E I"' si et .seuJ ement si sur la courbe C correspondante il 

exi!:.lte Wl point d 1 hypero!:.lculation u tel que sur la droi te 

tangente t 
u 

il y a, au moins, un point triple pour 

Soit mainlenant Tris(s;2) la .sousvariete de la Gru~:!:;-

manienne formee des droi te~-; tri.secantes a Consic1ero11f::: 

j I ensemble M I c .IP4 X X X Tris cs;2) defini par 

Considerons les projections 

On a p 1 (M 1 ) = .M ... De plus si uEX, p21 (u) e~.~t de dirnew3ion 2. 

Pour le voir il faut considerer les droi te~~ tri~H~cante: . .:> a 
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l_:oll tenue~; dun:..; H 
u 

et qui coupent On a 

ou D t!::L lUic; r:ourbe dan:..: li et le~3 tri::<..;cante:: <lLW l'olt 
ll ll 

<·hurdtt~ \:oicident ave<..: le:; r...;on1e~: de Du qui cotlpent tu. 

Ott voi t; don,· que dim .M' = 3 e t:,, par comH3quent, dim .M == )., 

La p1•opo~:i Lion ~wi vante nou::J permet de determiner une 

,_:Lu:..::Je dt:~ cour·be:~ ~;atiufaisant l.e~3 hypotheses du theoreme. 

PROP00ITION 3. - Soit n 2::4, lineairement norma i e. 

Si O<i<d-2g+1, alors X est i-lisse. 

Dewonstr·ation. Soient p t X un point de type 

(1 1 +1,1.:>+2, ••• ,1 +n) et !]_' l'espace osculateur en p de 
L. Il 

c..iim(:n::>ion i- 1. Le ~:.:y:-:>teme lineaire des hyperplan~; contenant T 

une :~erie lineaire de degre < d-i-1 .• Eu uLi-
- J. 

Li::.:.lnt le L1Jeoeeme de Clifford on peut voir que cette serie t;;:t; 

11011 sper...;iale. B'irw l ement Le the.oreme de Riemann-Roch dorwe 

[ ~1-1 R. PlENE, Cw;pj_dal projectiow~ of ~3pace curve:;, 

3. paraitrc: d<:ms Mathu Ann. (1981). 

I . = 0, 
l 

[2] l~. PlENE, l-te<Jl and c:omplex c-.iingularitiN:, Oslo ·1)'1'c .• 

bijthoff and Noorc!hoff, Alphen aan den I~i.Jn 'HT/, p. If'/'·. 

[31 G. CM:YJ~ELNUOVO, Bend. Circ • .Mat. Paleemo, t. VII, ·1c.~g:·,. 


