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Introduction. Le but de cet exposé est de montrer comment se

comportent les produits dans la théorie des limites projectives

et inductives.
Ces produites existent, comme on sait, d'aprés la théorie générale

des complexes semi-simpliciaux, au moins dans des cas particuliers.
Nous allons montrer qu'ils satisfont & des relations bien agréables
par rapport aux applications, et par rapport aux suites spectrales
qui généralisent entre autres 1l'isomorphisme de Thom et la dualité

de Poincaré.

Dans la suite nous designons par 3> ,/\fv des ensembles ordonnds, et
par S€ un foncteur, c'est-a-dire une application
2 ——> PA

satisfaisant aux conditions suivantes:

(i) Pour tout €2 , K@) = &EC})

(ii) 8i 0<6' alors 2P([E)c aQ(O'I) .

(iii)si Ke€dB @) N 282 (6,) alors il existe un Cz& S tel que
G3<§19 3<6i9 A€ «39(63)»

Nous supposons connu les définitions des foncteurs %;g et };%

ainsi que les foncteurs résolvants [] et ] .

Pour tout définition et tout résultat admi ci-dessous le lécteur

pourra consulter [1] et [27.

Le foncteur 3¢ donné, on peut définir un nouveau fencteur:

SAAAG > P
par 5270 = {5 lAes ()} .
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. - ssent
I1 est alors facile de voir que a€ ct Bﬂ,l defini ﬁés foncteurs
adjonnts
: . —>C
P
g2 s C — C
- z A
T . = 11
pa (af*F)G. lim F
ot (5)
> .
(32 SB‘-llm S

(resp. des fonctours adjoints:

*
LA

&Q%.g 'C-E_O-—_.} 9_/\0

par (aﬂ*G)c_ = lig ©
2€(S)o

(Ere#'l‘)/\ = —::le T )
56 (\)o

De plus nous avons des homomorphismecs cancniquecss

TTF —>TTT7F <— TToeT
A //\l &/s la(’/g\ﬂl z /2:1

o8 /3
T7s€s — TTLis
AL /\,/ff\l

A A
(resov. 1l %——.Llﬂ LJQ -_ l,LﬁeG
Ao /A,
Lo &I TTT )
Ne/A o6 A 1o

gqui en particulicr definissent un homomorphisme canonique:

() (-)
50': lim 36, F —> lin ¥
Z /2, AN



. N %
(resp. o2, lig G — 1in o G )

. . . . . <N
Ceci dit nous précisons dque cc qui va suivre n'est que la premicrec
partic d'un travail sur la théorie multiplicative d'homologic et &Q

cohomologie des enscmbles ordonnés.

Notons que nous avons récément demontré que la théorie de 1'homo-
logisx ¢t de la cohomologie singuliére des éspaoes topologiques
s'intdgre compldtement dans la théoric ordonn®

I1 on résultc que les resultats obtenu ci-dessous peut Btre traduit

d'une fagon immediate au language singulier.

§ 1. Théoric multiplicative.

(1.1) Scient 2. et /\ deux ensembles ordonnégz:l un sous—ensemble
de Z: et /\1 ug\sous—enseeflo de/\ . Supposon§ nour Simpl;_
fier que Z—l =Zl 5 /\l =/\1 . Pour tout systcme projectif
S (resp. T) sur 3 (resp.Jo ) et tout systeme projectif F
(resp. G) sur A (resp./\®) nous avons un homomorphismec .
canonique

TIs®T]r— T[ 287
Zigy NAL DABxARE A

So/gp NAp  EMAY (@A xA e
(rosp. J [ 1® || ce— || 7® a )
Dans le cas ou l'un des systémesprojeotifs est constant dp
type fini, il est facile de voir quo cet homemorphisme egt

un isomorphisme,

I1 existe un homomcrphisme de complcxes:

TT: TT s r— J(s®F
S/, NNy 2VE N uE XA

ExA) e/ (A uEpsA)e 2020 /A
(resp. 1L: ' 1. TG —3 il o }l.q )

—

7 . .
defini pars

TT(CPQ’Cq)((sosko)<0519A1)<°’°<(6£+q’hp+q))

RN -
= 0P (6 v <T@ M 0T K ety g)
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D+q
. o
1 (c - ~ Ve O Cn
(rosp. . (wp+q) l_2=:c(60>.,,>oi)@,§>)ib(xf.a,>)\p+q)

= t®g((6, ,Ao)>,,,>(6p+q,>\9+q)) )

ou -

Pour voir que cct homomerphisme est un homomorphisme dec complexes

il faut fairc des calcules evidents quc nous omettons,

Supposons maintenant que J =/\ et possons /\2=Zl. Dans /\x/\ nous

avons lec dia gonalégd I1 est facilec de volr que l'on a s

DN NAALVNA FAN ) = B o ng

- . <
donc nous avons un homomorphismc de complexes (J (resp.A ) composd

des homomorphismes - ‘
T7 s @*“'F———aﬁ's@fat———aﬁ's@ Fx [is e
AN //\ ) A //\1 /P/‘//\X/\ lU/\ QXA A/\//A/\lu/\ 2 A //\ 1U A 2

NS/ AUAL)e B85AN unS NN (AAPAXA ) ATAS AYAS

(resp. 1T @G”_L_LT@G———-)LT@GT.U.,T Q‘iu_LG )

C'est le produit "ecup" (r:sp. cocup) du foncteur TT (resp. LL.).

. e N . -~
Pour définir des produits mixtecs nous sommes ammonc a considerer
un nouvecau complecxc, un foncteur defini sur C resp. O )
pLoxey Enoxn (70520 L\ ing

3 savoir: ﬁ$ﬁ\f

1

4
=
-

(resp. K
A/
1 . /’\*’//\o ——
EE Carox A (resp. K€ Cax Ao ). Un Glément de LLqH (I‘Vs*a,/\§/l 9K ) Stant
ad AN,

de la forne zi(m)(A.> ,,.),X ) avec
£z

. . <
C\)(:E H )\:.0'9)\‘;(1 nul si Aqe‘/\l

S . , 1 |
(rosp. ¢* tel que (Ao< noo(%(l)t' K/\w/\Cl nul si ‘Aq&/\l)

. ~? . - ~ . . R
l'opératour différenticl d Jtant défini par:

A
dw(/\>..o7/\ ) = x’)/x(w)(xl‘;o.,;,q)

q-1

+ _Zl (-1)7w (> - ok ce D)

O AW CIDICETPROWED
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~ \, l )\ )\.
ou pour )\17)\19 )\2<>\12 A:l.,\"l Cut l'homomorphisme
H ., —> H
)&e)\; AL A2
q Ao A aQ
L ° d ® o o = i 0 o o
(TOSP qc (/\o< '>‘q+l) k/\q*‘)‘qﬂ"o (>\l< <Aq+1)
-1Y)i,9 \
+ i}il (=1)"¢c (>\O< ,.u<>\i<.“</\q4_l)
A+l Xe e
+ (-1) k)‘ﬁﬂ’xio O\ ,,‘, q)
ou pour )\l<>\%,)\2>>52 k:\\'»}:l est 1'homomorphisme
. 2! 2
K —> K )
1,41
N Az A1 X
Un calcul fastidicux montrec que ded = 0, donc que

AP/ 0
A

(resp, ﬁ‘ K )
NI
muni de l'opérateur d est un complexe de chafnes (resp. de co-
cha?®necs).,

Tous voyons quc (F,G) r~———> FRC definit un foncteur

c,. X C —> 0
AN —Ao —AXAo
qui composé avec 4L . (resp. T7° )définit un fonctour sur
(resp. C . x C. ) donné pars

C X C

\
~ N . .
loit donc G un systéme projectif sur /A° et F un systcme

. . . 47 9.
projectif sur /\ , ¢t considerons 1'homomorphisme:

Ao/A0 ACIASUA~R30
177\ ' P A (/NS UG/
| | p+qG @/\3/]/\]‘* P o——> L ' a Gl

/\o//\l_fo
. p+a 3 v
(resp. | ] P& ! | PG —_—

TTP _F®G )
Nilhav A7y

defini par: "
3 ¢ p oy ¥ p 9 o >-o
g/\o(’\o>”°)/\p+q) ® o M— bAOo o= (X & >P+q) (Ag>eoXg)
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(resp.
Qp+q698‘)\q(>\§ X >\p+q)f‘""—>{ (X rehg) 2 A s ”</\P+q>®g’\‘%})
O0n a:
0w " o¥) = (-1)7 “ p4q" do¥ 4 Ao p+q”) o
(resp.,
d(oP+q»,‘;Jp) _ (_1)q Cp+qv'dggp‘+ d Op+qV’QJp )

donc N (resp. v ) cst un homomorphismc de complexzes.

(L.2) Considerons maintcnant lc comploxe

(1) TU"TT° F & TT TJT° @

dl d2 d3 d4
ayant dcs opératours differcntiels comme indiqué. Posons
a = a e+ (-1)Pd3 d,= dy+ (-1)%4
ou p ¢st le degré de dl et g le dogré de dzo Un voit facilomcnt
que (1) muni des operatcurs differcnticls El et 32 est un

double-complexc, ¢t gquc 1'homomorphisme U composé des homomorphismes
T 1% @ 717 77% ¢
Y
+ 1 qﬂ 1
TToP (TT%reTTH ¢
1y,
T2 779 rec

est un homomorphisme de¢ doublcec-complexcs,
Tvidemment, ceci paut Atre dualisé. La procdédure Stant immidiatoe nous
n'explicitons pas, .
Dc mGme , considerons le complexe
dl d2 d3 d
(i3) U, 1l.e e T T+
-

e s on . . . o
ayant des opératcurs differenticls comme indigque. Posouns

= _1)4 _ _aha!
4, = da+ (-1) ds a, d,+ (-1) d4
oﬁ le degrd de dl est p+ag, lc degré de d2 est p'+a', lc degré de
d,est p, ot le degrs de d,est p'. On voit facilement que (11)

4
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muni des opérateurs differentiels il et QZ cst un double-

complexe, et que 1'homomorphisme A compozé des homomorphismes
l P .P'n
G = B
Lipeg Uprigr © @ 7T T
. N, \
—D
Lo (1l g, GoTT?'T)

vNa o
-Uq ,l_i_q' G& ¥

e3t un homomorphisme de double-complexe
nouvs -
e

Comme ci-dessus n'cxplicitons pas lc resultat dual,

82. Produits et fonctcocurs o€ .

Soit donné un fonctecur
¥ 2 —> PA

alors nous avons un diagrammc commutatif d'homomorphismes dec

double—-complexes.

T7T'F —— T7° TT'r — T1 2e,7

AN, 2. /&, 98/, 2 /z,

® & @

TTs — TT 775  «— T7T 30,3
AN, Z/E, %50, S/

L. Lo Lo

TTres —— TT TTTes «— T 1 08xF ® 36.S

ANJAwA, SR U, Z/2,us,
N/

TT 285 (708)
Z/Z,U.Ez_

(resp.



-8=

Ae/A 0 So/20 200/3@0 2efE .
116 1. Lt G -—> ], G
@ & ®
NI Zo/sp Re/ae,0 <9/Z4°
LT 11, LT B 0. T
I :
/\D/(/\;(//\,z)" /'sxbzz"*}e?/ébu"‘el)ﬁ Z‘-’/é,uz o
11,08 <—  J.  AL.0eT  — (] &M el'l
ziﬂ«ZJUlﬁ)
11, o> (ager) ).

Fa
De mcme nous

d'homomorphismes

avons

pour les produits mixtes un diagramme

de double-complexces:

¢

F@G——«é“‘[ﬁ @Gé

==, I _ - . B >
i T ,,\ TT 00xF & 3¢,.G
A /\ZUU\’ “As) 21/2u(Er 2, /210(2,:/"33)
Tv Ty Ty
(1) TT 7 — TLT TTr — TTs, 7 i
AN, Z,/%, o)t 2,/Z 4
® & &
A/ P 230/2,° />0 \ 23/Eye
- L. e DR SR R UC N
Lo 7 Ln
YA N
/\Q//hf UU’\ /\')o ;5 /7 "’U( J'Z/)O -’}*/ 2 /ZH,JU(‘:; 1.
1L G@ <—”l___‘, 1L G&F—== ___(_al“c*“G&w(I‘
31 G est le systéme projectif constant L alors il cst facille

de montrer qu'il exist un homomorphisme 43 tel quc le diagramnme

(1) cst commutatif. bme projectif constant L

3i F  est le sys
il existe un homomorphisme \V tel que le diagramme (2) cst

commutatif,.
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§3. Produits ot suitcs spcctrales,

Soit 3¢ comme ci-dessus, ct considérons le diagramme

guivant

v

é__
C
A

TT'res — I TT Fes
AN, S [203,%¢/2R 03¢,

e . . < e P
531 UQ‘TTPF ¢st un cycle dc dimension p, alors U definit

U dec bidegré (0,p) dens TT" T°"F, ct on a le
Z /2, 2® /e,

diagramme commutatif d'homonorphismes de double-complexes

cycle

Ty —0— 17T 714
AV/AY 2 /2, /3Ry

iuU Lw_

TTP %p®s —s TT TTP* pg g
AN, Z /503, 22/s8,058,

ol
]

En homologic nous aurcns donc un diagrammnc "commutatif"

. dg |
d'homomorphismes et suites snectrales:

] VoW
lim(q> 3 —3 T E29 = %im(v>1im<w) S
AN o Pz X/
U W - U g
' (p+a) = LV Wtd (v), . (w+q)
1in PV res — w<Z B’ =1in'/1inm e

AN AL T [3,03,56/a0,058,

comnutatif

un




"/O"’

ou u est 17818nent de ‘1,___:39_(9)1«“ d4fini par U , u 1'8lément
AJA
de HP( TT° TI'F) aSfini par U , ot uge 1'Slément de %_i_g‘g_(p)F
AV AVER VALY 2@ /3¢,
l'image de u .
I1 ¢st facilc de montrer gu'en particulier ce resultat donnc

l'isomorphisme de Thom en théorie simplicial et singulicT,.

- - 3 \ - -~
Dans 1'8tudc dc la dualitd dc Poincart on cst ammené a considérer

le diagramme suivant

’ As X Ao
(T e (Ue) —s TilLe
A A
Ja la
/\u k !/\d//\to
Ll —— JT'LL. ¢
A
ou pour tout A&/ , A est 1l'eunsemble {A')Xr\3\= ¢} .

Cc diagrammc induit cn homologic le diagramme suivante

. (p) - L oY
1in'?’L ® 1in ¢ — Hq( 1/'\1' 1LLa)

7 “2{pra) .

(+) ! -
(\ k' v \L JAO/ACO
B30 — (7T LL.e)

Supposons que pour tout AE/\ 1l'cnsemble

//\/-A\
ot (\) = FXN|AAN £ B

est tel que lc complexe
Mo
et (X)
est ascyclique, alors on pcut mentrcr guc le diagrammo (i) cst
commutatif,
- . - . . -~ . Id
Cela implique en particulier quc la dualitc de Poilncare cst
induit par cap-produit avec une classc fondamental dans lc cas

ure telle cxiste.
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