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Introduction. Le but de cet expose est de m~ntrer comment se 

comportent les produits dans la theorie des limites projectives 

et inductives. 

Ces produites existent, comme on sait, d'apres la theorie generp,le 

des complexes semi-simpliciaux, au moins dans des cas particuliers. 

Nous allons montrer qu'ils satisfont a des relations bien agreables 

par rapport aux applications, et par rapport aux suites spectrales 

qui generalisent entre autres l'isomorphisrne de Thorn et la dualite 

de Poincare. 

J)ans la suite nous designons par:£ 11\,·, des ensembles ordonnss, e-~ 

par oe. un foncteur' c' est-a-dire une application 

---->) PJ\ 

satisfaisant aux cGmdi tions suivantes: ----... 
( i) Pour tout () ~ L ' ae (cf) = df(ff) 
( i i ) S i () < ()I al 0 r S oe ( <f ) S d-f' ( ()1

) • 

(iii) Si .AE-h-2 (0:,) n a€ ({)2) alars il exis te un o3 E- 2. tel que 

G3<o.1 ,<5;<6;,_, ,\E- df(~). 
Nous supposons connu les defini tj_ons des foncteurs lliE: et _1i~: 

ainsi que les foncteurs resolvants n·~ et _I_L... . 
Pour tout definition et tout resultat adrni ci-dessous le lecteur 

pourra consulter [1] -e·t [2]. 
Le foncteur ~donne, on peut definir un nouveau fc,ncteur: 

d-e-'~ f\o ---~ PL. 
par ?;-~(_ - 1 ()..) = f 6 I,-\~ 6£ ( 6) } 



-~-

1 GS 0 nt 
Il ost alors facilo do voir quo ~ ot o~~ defini des foncteurs 

adjoJints 

(of*P)c = ~ P 
~ (6) 

:7f-co-e s)>- = ~ s 
£-1 0.) 

(resp. dos fonctours adjointsg 

"\0 ° c ~ c 
<7\...-.¥" -'[_o -1\o 

par (a-f.~ G )c:r = 1 ir% G 

o£(<S")o 

( o-e,. '1' \ = ~ :Lm ':£1 ) 

;;r{l (-\ )o 

Do plus nous avons des homomorphisrnos canoniquos: 

n·F -+rrn·F ~ n~: 
1\/1\ ~;.t1~f/of1 L./t:1 

-1; -1 oe. . df1 
-7 n·lls---

(rosp. 

}\o/1\-'f L_oJLf 2f?o/r:;fl J:.o /F t ~~ 
U.a (---- .Ll. U.a ~ _l L.;;,e a 

A,ojJ\l 
li _o~ik T tf--LL n·cc ) 

f\o//\1 o'(-} /oe-~o 

qui on particulior definissont un hornomorrhisme canoniqueg 
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(res:p. 

Coci dit nous pr6cisons quo CG qui va suivre n'est que la premi~ro 

partie d'un travail sur la thoorie multiplicative d'homologio ot de 
cohomologie des ensembles ordonnes. 

Notons quo nous avons r~c&mont domontrf quo la th~orio do l'homo

logi~ ot de la cohomologie singuli~ro des Gspacos to:pologiquos 

s'int~gro compl~temont dans la th~orio ordonn~ 

Il on rosulto que los resultats obtenu ci-dessous pout etre traduit 

d'uno facon immediate au language singulier. 
? 

§ l. Theorio multiplicative. 

(l.l) Soient L_ ot ;\deux ensembles ordonne;.[ 1 un sous-ensemblo 

de J: et /\1 un sous-onsemblo do 1\ . Supposons pour simpl~-
..A.. /\ '. 

fior quo Ll ='Ll 9 1\l =;\1 • Pour tout systomo :projectif' 

S (rasp. T) sur L_ (resp.yo) et tout systeme projectif F 

(rosp. G) sur 1\ (rosp.f\0) nous avons un homomorphismo 

canonique 

Tf~s sn·F --4 n· :3 e F 
L /X 1 /\jA 1 .LJ<I\~xl\1u l: 1>v\ 

I o /E o 1\oj;\ a L:XAc;! ([xl\ ui.. x;\ )o 
1 "' l . ,.._1 I 

(rosp. 11. T® il. G ~ lj,T ® G ) 

Dans le cas ou l'un des syst~mesprojectifs est constant do 

typo fini 1 il ost facile de voir quo cot homomorphismo est 

un isomorphismo. 

Il oxiste un homomorphisme do complexes: 

-/! : rr·s ® n·F ---7 n·s@ F 
L /~ l /\//\1 ~x~JI ll\ lu.f lxl\ 

('LX./i) oj ('Ll<:!\lUl:i~l\ )o ~ojL. lo J\o/l,f 
(ros:p • .LL~ · 1.1. T®·a --4 U. T &:• U .. G ) 

d~fini parz 

TT ( cP 01? cq) ( ( 60 9A 0 ) < (61 9A1 )< • • • < ( O'p+ q 9 .Ap+ q) ) 



-1./--

(rGSIJ. 

p+q - A 
\ I ( W ) = L f ( 60 > •• o ) G . ) &> P\ 0 g (>. ) • •• >A ) - p+q . l );·. l p+q 

l=O l 

ou W = t <& g ( ( 6D 7 Ac ) > • • o > ( 6' 9 ).. ) ) ) p+q p+q p+q 

Pour voir que cot homomorphisme est un homomorphismo do complexes 

il faut fairo des calcules evidonts quo nous omettons. 

Supposons maintenant qu.::; L_ =1\. ot possons /\ 2 =L1 . :Dans f\x./\ nous 

avons lo diagonal-6.1\. Il ost facilo do vo:Lr quo l 1 on a~ 

/~() ( 1\><.J\ll..J 1\ 2X/\ ) = D 
)\1 u 1\ 2 

;' 

done nous avons un homomorphismo do complexes U (resp.;\) compose 

des homomorphismos ~ 

(respo 

C'ost le 

rr· s <29 n· F 

1\j!\2 1\/1\l 

1\0 I (1\ u;\2 )o ~(6/uul\2'::. 1\>v\oj (1\~luj\2)(/\ )o AoJI\ 2 J\0/J\1 
11. T 0 G '::' j_J_ T S G -7Jl.T ® G----?> JLT ® Jl.G 

.• JJ_ 

produit 11 cup 11 (r_:spo cocup) du fonct::mr Tl'(resp.JJ .• )o 

Pour d6finir des produits mixtos nous sommos ammon~ ~ consid~rer 

un nouveau comploxc 7 un foncteur defini sur 

' a savoirg 

(rosp. 

.u TT n _._. 
rr K 

I\ /A1 

\ 

) 

) 

Rf- CJ\O.XJ\ (rosp. K& S'\x;\o )o Un -;-:Jlomcnt ) otant 

de l a fo roo 
~ . . 

2.. c.-0 · (A (.0 > • . 0 > ,A(. ) 
• L q 

t.::: I 
.r, ' f- H · Z · '-"'-'i.. Ao J.f. 

9 , ' q 

(rosp. c q tol quo 

avec 

nul s i \'" ?-J\ /\q_,_ l 

l 1 op~ratour diff6rentiol d 6tant d&fini par: 

nul si 
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ou pour Af .Ai 9 )-{A~ Oat 1fhomamorphisme 

(resp. 

ou pour 

H 1 1 
Al 9)..2 

Un calcul fastidieux montro que dod 
/\0/1\p 
U. H 

(rGsp. n· K ) 

1\j/\, 

0 9 dono que 

muni de l'operatcur d est un complexc do chaines (resp. de co~ 

cha"Ine s). 

Hous voyons quo definit un fonctcur 

QI\X Q_AlJ ) C " -.I\ X 1\0 
qui compose avec 

C X C (rosp. 
-1\a -1\ 

J L. (rasp. Tf' )definit un fonctour sur 

C ;x C ) donne" :parg 
-A -Ao 1\ ,; 0;1\ 0 

(a, F)r- 7 il 1a®F __ , 
(rcsp. (F I G) ,-....._.. __ ...,.) n· F ® G ). 

1\/1\J 

' \ 3o it dono G un oysteme pro j cot if sur /\0 et F un systome 

projectif sur!\ 9 ot consid(;rons l 'homomorphisme~ 
_.-......_ 

II 1\f//\,_o ul\.,-1\;. o 
-~ l_l G®F _q 

(resp. 
v 

) 

defini par: 
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On ag 

(rasp. 

d(cp+qv W ) == (-1 )q cp+qv dw + d c 1Hqv w ) 
p :P p 

dono f) (resp. V ) ost u:n homomorphismo do complezes. 

(1.2) Co:nsidoro:ns mai:ntona:nt 1o com~1oxe 

( i) F G 

ayant des op&ratours difforontio1s comma indiqu6. Posons 

d1 == d1 + (-1)Pd3 d 2 == d 2+ (-1)qd 4 

o~ p ost 1o dogr6 do d1 at q lo dogr& do d 2 • 0n voit facilomont 

que (i) muni des oporateurs differentials d1 et d 2 est un 

" doublo-comploxo, ot quo 1'homomorphismo U compose des homomorphismes 

np nq:w@ np' ·nq'a 

J., U I 

n p+p' c n qF c& nq' a) 

1. U1.. 
np+p I n q+q I FOO a 

est un homomorphisms do doub1o-comploxos. 

- . , ""d Dvidomment? ceci p~ut otro dua1lso. La proco ure 

n 1 explici tons pas. 

D r. 
o memo ~ 

(ii) 

considorons lo complo~o 

d2 

_)_I. G 
/ 

ayant des op6ratours difforontio1o comma indiquo. Po sons 

.9:.1 == 

' le dogT<J clo ou 

d 3est p~ at 1 •3 

dl + (-1 )qd") 
,) 

d1 C3t p+q? lo 

"' do ere -, 
QO d 4ost 

dogr6 do d 2 
p 1 • ::: n vo it 

est p 1 +q 1 9 

faci1omont 

1o 

quo 

/ 

dogrc do 

(ii) 
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"' muni dos oporateurs differentials d ot d ost un double--1 -2 
"' complexo9 et que l 1 homomorphisme n compose dos homomorphismes 

D nl 

II l+ql G 6P -1-1"" TI_L~ F 
Llp+q -p 

J., n I I 

ilq ( lip I +q I G 0 -, I p F) 

I'Jq Utq~2G® F 

oat un homomorphisms do double-complexes. 

Commo 
1'\0U$ 

ci-dossus n 1 oxplicitons pas lo rosultat dual. 

§2. Produits ot fonctcmrs &e. 

Soit donna un fonctour 

--~) PI'\ 

alors nous avons un diagrammo commutatif d 1 homomorphismos do 

doublo-comploxos. 

(rasp. 

rrs 
AlA 

'J... 

-------)- TI. -1 I . F 
z cj .E.j ~jot:., 

@ 

-~> n· n·2 
L. I L 2. .d2 I <:JZ,_ 

n·F«'S 

/\ I/\ I u 1\:l. 

~ n . &e* }!., 

L.jL, 

® 



/\ojA. 1 o 
II G ~--. 
® 

J\oj;\1 o 

Ll,T .{;----

f\o j(l\, v/\2) o 
.Ll_,Q®T ~-

-8-

2..{il,o ~oj'qf( 1 o 

u. u. G 

&,) 

Xoj.J..;f> a~"/oe_,e 
_I l. LLT 

t_ 
I"" 

L_-=>j£.,o 
--~ lJ_. G 

0 

.£ojL_"2.o 
lL T 

'" 
L v /(i. 1ui.:J.) 

il .. dQ*(G®T) 

Do momo nous avons pour les produits Bixtes un diagramme 

d'homomorphismes do doublo-comploxosg 

) . 

l!' F ~ G 

A., /1'. 2 v(/\,=A;) 

T"'Y- . F ~ -.o..'>t- G I I a-?7'< ..-.:..)'-

(1) 

I 
l 
L 

1\3/l\ ~b 
J_l. G 

jv 
fr· fTF 

Z 1 1 r 2 a.e,~ae.z. 

\£J 

L_t)jl,/• ofo/~·(,() 
--'. T Jt T 

~- U,.. 11. G (-·, 

y 
---) 

_.....,_,__ 
L1 /Z'l.u(J..,-23) 

fv 
L~·;,F l 

<$9 

Z-_t/:2_ '10 'k 

ll.?t\' G 

Si G ost lo syst~me projectif constant L alors il ost facile 

do montrer q_u' il exist un homomorphisme qJ tel q_ue le diagramme 

( l ) o s t o om m u t at if. 3 i :B' e s t 1 o s y c t b m o pro j o o t if cons t ant L 

il existo un homomorphisme "f-' tel q_ue le diagramme (2) est 

oommutatif. 

( 2 ) 
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§ 3 . Pro d u i t s o t sui t o s s n o o t r al o s • 

Soi t d-Q oomme oi-dossus 9 ot oonsiderons 1 e diagrammo oomnutatif 

suivant 

lu J-

'3i Uc- D:PF ost un cyclo do dimension p 9 alors U definit un 

0 y c l 0 u d 0 b i d G gr 8 ( 0 9 :p ) dan s n ~ TT . F' 0 t 0 n a 1 0 

Z jz_, a-e /o-r?, 
diagrammo commutatif d'homomor:phismos do double-complexes 

-j -1 q 8 

2tf:/ot<..:z 

I I n p+q F® 8 

l /L.,v't_~ <rl2j¢!2 1 •Jd-£.1. 

En homologio nous aurons done un diagrammo "oommutatif" 

d'homomorphismos ofasuitos SDectralos: 

lim(q) 8 
~ 

1\j/\~ 
J, u \.l 

~im(:p+q)F®S ~ 
1\j/\, v/\~ 

v 9 w· 
JJ2 "'lim(v\im(w) S 

~ ,._...._ 
2.jz2.. ?R..j;;.e;l. 

j, LJ l..J..~-\!_ 

1i <-¢= E;?w+~ *A.Il(v)~im(w+q)l~'®S 
L /f.' u).:l Of/ 2Jf..1 u &€..:1.. 



ou u 

do 

l'imago do u. 

-Jo-

u 9 ot u<re. l'ol~mont do ~:::_(p)F 
()--((j;r€, 

Il ost facile do montror qu'en particulier ce rosultat donne 

l'~somorphismo do Thorn en th6orie simplicial ot singulior. 

Dans 1'6tudo do la dualito do Poincaro on ost 
, 

ammo no ' a considoror 

lo diagramme suivant 

1\<> 

( n·L) Q9 ( U~a) 
i 

1\. 

t -'- _\ L/\ a \ C ou pour ouu .,c-- , /\ 

Co di agr arnr11 o induit on 

( i) 

k 

> 

est l'onsomble 
' -, . llOffiO..t.Oglo lo 

i. 

k. 

diagrammo suivant2 

I\ a 

H ( TT~ ll G) 
q -

j .I 
..J; 

1\ 

Surposons que pour tout .AE-1\ l'ons0mble 

~ 
o t (A ) f X j,X (\ .\ f- ~ J 

est tel que lo comploxo 

-~~·L 

et(>-.) 

est ascycliquo, alors on pout montror quo le diagrammo 

commutatif. 
/ 

C,3la implique 0n particulier quo la dualit~ de Poincaro 

(i) ost 

ost 

induit par cap-produit avoc uno classo fondamontal dans lo cas 

um toll0 o:x:isto. 



[ 1] 

[?_] 

-It-

Bibliographic. 

Laudal 9 0.A.: Sur la cohomologio ot l'homologio dos 

ensembles ordonn~s. Mim6ographi5 9 Universit6 

I, 8,11 r1 al 9 0 • A. 

d 1 0 s 1 o ( j an vic r 1 9 6 3 ) 

QuG:Jl q_uru romarquo s sur 1 a co homol o gi o e t 1 1 hom9lo g:;_ 

d'un ospaco topologiquo. Matomatisk Seminar, 

Univorsitc1tot i Oslo, nr.l2 (nov.l963). 


