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1 • 

Neben dem Picardschen Satz steht in dessen Schatten ein anderer Sat~, 

ebenfalls von Picard {(2)) , der besagt, dass in der Umgebung einer wesent~ 

lich sing~l~ren Stelle zwischen zwei meromorphen Funktionen keine algebrai~ 

sche Gleichung vom Geschlecht > 1 bestehen kann. Bei nliherer Betrachtung 

erweist sich auch dieser zweite Picardsche Satz als eine Folge des zweiten 

Hauptsatzes der von R. Nevanlinna ((1)) entwickelten Werteverteilungs-

theorie der meromorphen Funktionen. Urn das einzusehen, braucht man nur nach-

zuweisen, dass der erste Hauptsatz noch richtig bleibt, wenn die Funktions-

werte nicht mehr auf die schlichte Vollebene, sondern auf die kompakte Rie-

mannsche Fl~che einer algebraischen Funktion bezogen werden ( ((3)) S. 

29-34). Ich werde im folgenden zeigen, dass dieser Nachweis vollig elementar 

gebracht werden kann. Der Einfachheit halber schr~nke ich mich dabei auf den 

Fall ein, dass die zu betrachtende Funktion f(x) fUr I x 1 < R,O <. R ~ c<), 

m-:Jromo:cph •. .L 
l;31..Jo 

2. 

Sei W(z) eine algebraische Funktion von z und Z ihre uoer der Rie

mannschen Zahlenkugel :~ ausgebreitete h-blattrige Riemannsche Flache. 

Dabei denken wir uns ,J.( als eine KugelfUi.che mit Radius 1 und dem Mittel-

punkt z = 0 , auf welche die z-Ebene durch eine stereographische Projektion 

abgebildet worden ist. Ich betrachte nun die zusammengesetzte Funktion 

F(x) = W(f(x)) ; dieselbe erscheint eindeutig auf einer uber 

ausgebreiteten k-blattrigen (k ~ h) .Riemannschen Flache X • Gilt in der 

Umgebung eines Punktes x auf X die Entwicklung 
0 

F(x) = W (f(x)) 
zo 
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wo W das Funktionselement von W(z) im Punkte z auf Z bezeichnet, z 0 
0 

so ist z der von der Abbildtmg z = f(z) vermittelte Bildpunkt von x • 
0 0 

Den Punkt x nenne ich unter Beibehalt der ublichen Terminologie eine z -
0 Q 

Stelle von f(x) • Die Multiplizitgt dieser z .-..Stelle ist definitions
a 

gemass der Exponent ~c in der Entv.d.cklung 

f(x) 

bzw. fUr f(x ) = -:>c> 
0 

f(x) = 
l/ ,-. 
0- ~ ~- _L ) ( )· + 1>00 / ---'f' 0 x-x c -c 

0 

Indem ich nlli~ wieder z statt z schreibe, bezeichne ich mit n(~;z,Z) 
0 

die Anzahlfunktion ~ c erstreckt uber samtliche im Kreise 

gelegene z-Stellen von f(x) und mit N(r;z,Z) die Grosse 

N(r;z,Z) _1_ 
kA z 

r I n(t;z,Zl 

0 

- n(QjzsZ)_dt + n(O;z,Z)1 v
t k A. og ' 

z 

lx)· L ¥" 
! - ' 

wobei .A die Anza.hl der Blatter von Z angibt, die im Punkte z im z 

Zyklus zusammenhangen. 

Als P -Umgebung 0 :-, (z ) eines Punktes z auf Z bezeichnen wir 
'~ (~ 0 0 

die zusamme~~angende Teilflache von Z , die z 
0 

enthdlt, und fUr welche 

der chordale Abstand d(z,z0 )<\~ (~2) ist. Dabei nehmen wir so klein 

ausser moglicherweise z keine weiteren Windungspunkte 
0 
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von Z enth~lt. Zwei Umgebungen h~gen unmittelbar zusammen, wenn sie 

, einen gemeinsamen Teil haben. 

Wir uberdecken jetzt Z durch eine endliche Anzahl von Umgebungen 

-..... (\ 
l1l..> = J..).P.v (zv)( V= 1,2, ••• ,n) 

' 
derart, dass jedes = Cl* . ).) 

·()..) = 1,2, •a.,n) auch als eine Umgebung van zy definiert ist. 

Es sei a ein Punkt von Z 1 der in der Umgebung D v enthalten ist. 

Durth eine Dtehung t)z) vorl X verlegen wir den Mittelpunkt z,) von 

£1v nach dem Punkt z = 0 • Indem A)) die Anzahl der Blll:tter bezeichneh 

welche in zy zusammenh~gen, bilden wir D ~ durch 

auf das schlichte Kreisgebiet 

1 

(
/ Pv \).~--' 
---.l 

lJ 1 - f.?}) 

ab. Den Bildpunkt von a in der t -Ebene bezeichnen wir mit oG • Wir 

setzen jetzt 

g (z,a) = 
~I 

U (z,a) = 
)I 

~)-l(z,a) = 
Rv( C)z) - oG ) 

R:v2 - ~v (z)a 

log ~'r ( ) J I S:v z,a { 1 
. ,.-2* , z E. ~ ).) 

0 ' .(2 * , z t.:f ).I 

2 
f g/z,a) + ~ ·) ~v (z,a) I 1 

- 2 ' i 0 . 
1.... 

, 
* z E. _f'.2).) 

z t '* ('. 
~.l.)_) 
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Die Funktion U (z,a) verschwindet zusammen mit ihrer Normalableitung 
v 

tialgleichung 

( 1) 

Indem 

r-· x 
~1 0 

)) 
In 

... ..., x 
J. · genug'' t 

./ ).! 
U,.(z,a) 

y 
der Differen-

id ~).-. .(z,a) 12 
= 2-1------l dz 

die Projeldion des Kreises I x I = --r- auf X bezeichnet. l ' , 

·-r eine feste positive Zahl < R ist, flihren wir die Grosse ein 
0 

= N(r- ; a,Z) - N( ~ ;a,Z) + 

(2) 
1 r . 1 r . 

1 ( {. leD) ' ( l(Q ) ) 
2k!l J UY f\v·e r ,a)d(p- 2krr J u" f( '!"',_~ e r ~a df 

Mit Hilfe der Transformationsformel von Gauss kann S (r , a) in bekannter 
' v 

W·::.i ,.,-~ l·::,t~;JfJrm:t werden. Auf Grund von ( 1) erhalten wir 

wo 

(3) S (y· ,a) = 1 
'i[ 

r .. l LN(r ;z,Z) 
J 

:-1 -}t 
~-·- ).) 

. l d ~ ( z, a) i 2 
N(r-· •z Z) l · I -2.:~ I d(.v 

·o' ' J 1 dz ! z 

du:> z 
das (ebene) Fl~chenelement von Z bezeichnet. 

Wir setzen jetzt 

S (-!"' ) = sup S J) (-!"' , a) 
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(~2 fUr a 6:. -'- 1 ~ )..) = 1 , 2 ~ ••• , n • Da Y"0 > 0 und folglich 

sup 2~(L; f UIJ(f(r·ei~) ,a)d f' 

rr 
0 

fUr a e. .C):Y, .Y= 1, 2, ••• , n endlich ist, so folgt aus (2) die 

Existenz einer endlichen Konstante c derart, dass fur 7' > 1 0 

N(Y~ ;a,Z) - N( l' ;a,Z) < S( Y") + c 
0 

fUr jedes a e Z gilt. 

Wir nehmen nun an, dass fur ein r ( r~.., < r < R) und ein a1 E {]).) 

die Ungleichung 

erfullt ist; dabei ist Cl eine endliche, vorl~ufig beliebige, positive 

K F 0 onstante. ur ein beliebiges a2 E .~ L J-' gilt dann infolge von (3) 

. 2 ,: J [ s v ( Y" ,a1) + cr + c -(N( r ;z,Z)-N( -r;, ;z ,z)) l ·ld L~:·a2 ) I d=. 
~x~. 

k 

?; sv ( r ,a1) + cr + c -

wo K die von und unabh~gige Konstante bezeichnet 
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fUr und ~) = 1,2~ ••• , n. Hieraus folgt nun 

(4) 

Nach diesen Vorbereitungen bestimrnen wir fur ein gegebenes -f' ( ·r < y~ < R) 0 . 

ein Y 1 , und ein a1 E _i) v1 , so dass 

FUr jedes 

wo 

s . (r' a ) > S( !') - 1 } 1 ~ 1 . 

gilt dann infolge von (4) 

c-· = (1+c)(K-1) 
1 

H~ngen nun £.])} 2 und l.]v1 . urunittelbar zusamrnen~ so gibt die Ungleich

ung (4) weiter 

fUr j edes a E_ J:) .,., 2 • Dabei ist u 2 die Konstante 

c_i 2 = ( tT1 + c) (K - 1) 
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So geht es nun wei ter ~ Man erkennt hieraus, dass es eine endliche feste 

,Konstante u0 gibt derart, dass 

fur Y~ < ·yo < R und alle a E .il. ( ).) == 1 , 2, • o o, n) o 
).0 .. 

Urn uns schliesslich von der Uberdeckung gewissermassen unabh~ngig zu 

machen, setzen wir 

S(r ,a) == Max Sy (~,a) 

wobei v s~tliche Indizes durchlaufen soll, fi.ir welche a E D v • 

Aus (5) folgt dann 

(6) s ( -v" ) - u < s ( r , a) ~ s ( 1 ) 
0 

fur r 6 < Y" < R und alle a E Z • 

6o 

Sei nun a ein beliebiger Wert auf X und a1 , a2 , •• o, ~ diy 

uber a gelegenen Punkte von Z ; ein Windungspunkt der Ordnung A - 1 

ist dabei A -fach zu rechnen. Offenbar ist 

h 

(?) 
"-.., 
'(__) s('r 'q'Y) == T( r ,f) + o( 1) 

v·-=1 

wo T( T' ,f) , wie ublich~ die charakteristische Funktion von f(x) bedeutet. 

Die linke Seite von (?) ist andererseits nach (6) gleich hS(-~) + 0(1) o 
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Es ist hiernach ( 'f < r < R) 
<) 

S(-r~ 1 al.>) = S(l'") + 0(1) = ~ T(r'' 1 f) + 0(1),(v= 1,2, ···~h) 

Die Gliltigkeit des ersten Hauptsatzes ftir die Riemannsche FUiche einer alge-

braischen Funktion ist hiermit nachgewiesen. 
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((2)) 
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