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INTRODUCTION 

Le but de cet expose est de donner quelques resultats sur la relation 

entre la cohomologie d'un groupe G et la cohomologie d'un systeme de sous: 

groupes H. 
l 

de G o Nous utilisons les notations de ((1)) , ((2)) et 

( ( 4)) • 

((3)) • 

Pour les suites spectrales le lecteur pourra consulter ((1)) et 

Soit G un groupe~ et soit A un groupe abelien sur lequel opere G • 

On dira alors que A est un G-module. A tout groupe G on peut associe~ 

un anneau Z(G) , l'anneau du groupei dont le groupe additif est le groupe 

libre engendre par les elements de G , et ou la multiplication est defini 

' v par: (ng)o(mg) = n•m(g•g) o On voit alors facilement que tout G-

module A est un Z(G)-module au sens ordinaire, et inversement. La 

categorie C des G-modules est alors abelienne et possede suffisemment 

d 9objets injectifs et projectifs (voir ((1)) , ((2)) ). Pour tout G-

module A i posons: 

( 1) A G = t a/ a ~ A, \7' g ~ G ~ ga =a} 

On obtient ainsi un foncteur sur C a valeurs dans la categorie des groupes 

abeliens 

(2) 

On montre sans difficulte que ce foncteur est exact a gauche, done que les 

foncteurs derives a droit existe et se comportent bien. 
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D e f i n i t i o n : On appelle cohomologie de G a valeurs dans la 

categorie des groupes abeliens le s -foncteur exact derives a droit du 

foncteur (2) , et on le note par 

Soit Z le groupe des entiers rationelles et faisons operer G sur Z 

par, g f G , n t Z 

gn = n 

alors on a la caracterisation suivante de la cohomologie de G 

(3) H"(G,A) :;:: Ext "(Z,A) 
Z(G) 

Utilisant (3) on montre que 

pour tout p 1- 1 

si A est un G-module induit, i.e. de la forme suivante: 

A = Hom(Z(G),A) 
z 

(voir ((1)) et ((2)) ) • 

Il est facile de montrer que tout G-module A admet une resolution 

induit A" • De plus, soit H un sous-groupe de G, alors A peut etre 

considere comme un H-module, et on montre que A" est une resolution in-

duit de A d~~s la categorie des H-modules (voir chap. I page 25 de ((2)) ) 
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Nous pouvons considere~ tout groupe G comme une categorie Q , ayant 

un setil objet et doht les fl@che~ sont les elements du groupe, la composi­

tion etant celui du groupe. Nous avoris dans ((4)) remarque qu'avec cette 

identificatioh on a un isomd~phisme de foncteurs 

lim A 
~ 

G 

qui a un sens puisque tout G-module A peut ~tre considerer comme un 

foncteur sur Q a valeurs dans la categorie des groupes abeliens, et in-

versement. Il est facile de montrer que si A est induit alors on a : 

pour p ~ 1 

Il en restilte un isomorphisme de foncteurs 

(4) H" (G, x) ,._ 

Soit maintenant I un ensemble, ordonne par la relation dYordre < , et 

' so it F un systeme projectif constant sur I ' i.e. tel que F(i < i ) 
y 

F.'~ F. est un isomorphisme pour tout i < i 
~ ~ 

Supposons que I contient un plus petit element i 
' 

alors on a 
0 

si 
( 5) 

p = 0 

si p f. 0 

Considerons une injection ' j :F ~ F dans la categorie des systemes 
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ii 
projectifs sur I , et soit F = coker j • On a alors une suite exacte de 

systemes projectifs 

d'ou il resulte une suite exacte de groupes abeliens: 

' " (1) y 
O~~F~·Fi----?~imF~~ F~O 

I 0 I I 

On en deduit un isomorphisme 

(6) 

Supposons que les seules relations d'ordres de I sont i < i pour tout 
0 

i (: I , alar s on a : 

(7) lim(p) = 0 
+-

I 

si p I= o, 1 

et si F1 est un systeme projectif tel que F1i = 0 on a 
0 

(8) = T1 F11· 
if I 

Considerons maintenant une famille de sous-groupes { Hit i ~ I de G , 

et supposons que le sous-groupe trivial fait partie de {Hi 1 i E: I • Ordon-



nons I en posant 
~ 

i < i 
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si et seulement si H. C H.' o 
l l 

Notons par H 

le sous-groupe de G engendre par tous ies H. • 
l 

Pour tout G-module A 

on definit un synteme p~ojectif sur I par 

' ou pour 
~ 

i < i 

H. 
i~ Al 

l'homomorphisme correspondant 

jection evident. On voit facilement que l'on a 

(9) 
H. 

limAl = 
-t---

I 

n H. H 
A l == A 

if I 

H. t H. 
A l--'11'~ A l est l'in-

Soit alors A" une resulttion induit de A et considerons le double com-

plexe 

• .H. n A l 

I 

(voir ((4)) ). Les suites spectrales qui y sont associees sont donnees 

par: 

( 10) 

Par (9) on a 

~ p,q 
E 

2 

HP(lim(q) AoHi) 
+­
I 
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Supposons maintenant que I est un arbre, done, dYapres lYintroduction de 

((6)) , tel que l'on a : 

(11) lim(p) 
+--

I 

et calculous lim( 1)AHi • 
~ 
I 

morphisme 

( 12) 

= 0 pour pI= 0,1 

H. 
Puisque AlC A 

A H. 
coker(A ~ lim /A l) 

~ 
I 

on a par (6) un iso-

T h e o r e m e 1 • Il existe un groupe abelien Kn, n ~ 0 tel que 

les suites suivantes sont exactes 

•• ~ Hn-1(H,A) ~Kn-1 ~Hn-2(~( 1 )A.Hi) ~Hn(H,A) ~ 
I 

H. 
Kn~ Hn-1(~(1)A. l) ~ • 0 

I 

D em o n s t r at i on • Cela resulte des suites spectrales (10) , 

de (11) et des Theoremes 8.1 et 8.3 du Chap. VIII de ((3)) • (Notons 

que le corollaire 8.4 lac. cit. est faux.) 



l.. 7 -

Considerons le cas part:lcuier ou la farnille { Hi 1 i f I est redui t a 
deux sous-g~oupes noh triviaux H1 et H2 et le sous-groupe trivial. Sup­

posons que H1.H2 ~ G, aiors on a 

lim Ifl(H. ,A) 
+- l 

I 

done on a 

et une suite exacte: 

= 

= 

= 

H 
+ A 2 

H H 
A/A 1 + A 2 

Utilisant le Theoreme 1. on obtient une suite exacte 

si mf:.O 

si m=O 

si mf:.O 

si 

si m ~ 1 

H H 
~ Hn(G,A) ---+Hn(H1 ,A) x Hn(H2,A) _,.Hn(A • 1 + A o 2) ~Hn+1 (G,A) ~ 0 • 0 

pour n ~ 2 , et bien slir pour les petits dimensions on a des suites exactes 

analogues un peu plus compliquees. 
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Considerons le complexe n. de ( (4)) , et supposons que { Hi1 i E- I 
G 

y 
est une famille de sous-groupes de G telle que pour i, i f I il existent 

. 9yt 

i , i ~ I telsque H. "' H .• = H. 99 ]_ J_• ]_ 
et tel que H. U H .• = H.nv 

]_ ].' ]_ 

On montre alors que le systeme projectif sur I 

i~ n . 
H. 
-J_ 

est flasque, done que la deuxieme suite spectrale du double complexe 

rr· n· 
I H. 

-J_ 

degenere. Il en resulte un isomorphisme 

~(lim IT'") 
~ 

I H. 
-]_ 

La premiere suite spectrale est donnee par: 

Theoreme 2. 

= 

Supposons que l'union au sens ensembliste des H. 
]_ 

egal a G alors il existe un suite spectrale donnee par. 

= 

est 
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aboutissant a 

H • (G, ±) 

D e m o n s t r a t i o n • Il suffit de montrer que limn·= rr 
*-"I H. G 

-l 

ce qui est evident. Q.E.D. 

Remarquons quYen general on ne sait pas que (-im TI' = TI' au H 
I H. H 
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est le sous-groupe de G engendre par les H. • En effet cela est faux 
l 

dans le cas tres simple G = Z/(6) , H1 = Z/(2) , H2 = Z/(3) • 

C o r o 1 1 a i r e 1 • Supposons que I contient un sous-ensemble 

denombrable cofinal, alors on a la suite exacte 

0---? lim( 1) Hn-1(H., :t) ~~(G, :t) _____,lim Hn(H., :t) ~ 0 
~ l E--- l 

I I 

D e m o n s t r a t i o n • On utilise le corollaire 8.2 du Chap. VIJI 

de ((3)). Q.E.D. 

et 
Supposons maintenant que A est un G-module G un groupe denombrable 

tels que 

(i) HP(G,A) est denombrable pour p = m, m + 1 • 

(ii) Pour tout sousgroupe de type fini H de ·G, HP(H,A) est de-

nombrable pour p = m- 1 , m alors on demontre. 

C o r o 1 1 a i r e 2 • Il existe un sous-groupe de type fini H 

dans G tel que Hm(G,A) ~ ~(H,A) • 

o n • Considerons la famille { Hil i'" I des D e m o n s t r a t i 
fit'Ji 

sous-groupes de type de G (i.e. engendre par un nombre fini d 9 elements de 
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G ) • Puisque G est denombrable il existe un sous-ensemble cofinal de-

nombrable dans I • Parle Corollaire 1. on a des suites exactes 

0 ~ lim( 1) Hm- 1 (H. ,A)~ ~(G,A) ~lim rfl(H. ,A)~ 0 
1-- l t-- l 

I I 

Puisque HP(G,A) est denombrable pour p ~ m , m + 1 , on a dYapres le 

lemme du Chap. III de ((5)) : 

lim( 1) ~(H.~A) = 0 
<-- l 

I 

done ~(G,A) ~ lim rfl(H. ,A) o Utilisant le Theoreme nde Mittag-Lefflern 
~ l 

de ((4)) on trouve que le systeme projectif sur I 

i ~ rfl(H. ,A) 
l 

est 11 essentiellement constant~v, d 9 ou le corollaire o 

Q.E.D. 
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