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INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de donner quelques résultats sur la relation
entre la cohomologie dun groupe G et la cohomologie dfun systéme de sous-
groupes Hi de G . Nous utilisons les notations de ((1)) , ((2)) et

((4)) « Pour les suites spectrales le lecteur pourra consulter ((1)) et

((3)) .

$1.

Soit G un groupe, et soit A un groupe abdlien sur lequel opére G .
On dira alors que A est un G-module. A tout groupe G on peut associer
un anneau Z(G) , 1l'anneau du groupe, dont le groupe additif est le groupe
libre engendré par les éléments de G , et ol la multiplication est défini
par: (ng)o(mgv) = nam(gagv) o On voit alors facilement que tout G -
module A est un Z(G)-module au sens ordinaire, et inversement. La
catégorie C des G-modules est alors abélienne et posséde suffisemment
dTobjets injectifs et projectifs (voir ((1)) , ((2)) ). Pour tout G -

module A , posons:

(1) AG = {a,/a.éA,VgéG, ga:a}

On obtient ainsi un foncteur sur C & valeurs dans la catégorie des groupes

abéliens
(2) A "e—> A

On montre sans difficulté que ce foncteur est exact & gauche, donc que les

foncteurs dérivés & droit existe et se comportent bien.
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Définitionz: On appelle cohomologie de G & valeurs dans la
catégorie des groupes abédliens le & -foncteur exact dérivés 3 droit du

foncteur (2) , et on le note par

JHPGe, x) = HU(@G, %) .
p’0

Soit Z 1le groupe des entiers rationelles et faisons opérer G sur 72

par, g€ G, n€ Z

gn = n

alors on a la caractérisation suivante de la cohomologie de G :

(3) H'(G,A) == Ext°(Z,A) .
7(G)

Utilisant (3) on montre que

HP(G,A) = O pour tout  p » 1

si A est un G-module induit, i.e. de la forme suivante:

A = Hom(z(G),A)
Z

(voir ((1)) et ((2)) )

I1 est facile de montrer que tout G-module A admet une résolution
induit A° . De plus, soit H un sous-groupe de G , alors A peut &tre
considéré comme un H-module, et on montre que A° est une résolution in-

duit de A dans la catégorie des H-modules (voir chap. I page 25 de ((2))
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Nous pouvons considérer tout groupe G comme une catégorie G , ayant
un seul objet et dont les fl8ches sont les éléments du groupe, la composi-
tion &tant celui du groupe. Nous avors dant ((4)) remarqué qutavec cette
identification on a un isomorphisme de foncteurs
G

lim A &= A
P-.
G

qui a un sens puisque tout G-module A peut &tre considérér comme un

foncteur sur G & valeurs dans la catégorie des groupes abéliens, et in-

versement. Il est facile de montrer que si A est induit alors on a 3

(P)y
%EQ A =0 pour P
G

\4
-—

I1 en résulte un isomorphisme de foncteurs

(L) H°(G, %) =~ lim(')x
¢

Soit maintenant I un ensemble, ordonné par la relation d'ordre <« , et
'
soit F un systime projectif constant sur I , i.e. tel que F(i< i) :
?
Fi?___; Fi est un isomorphisme pour tout i < i &

Supposons que I contient un plus petit élément i, » alors on a

F, si p = 0
(5) %_i_r_n(p)F =4 %o
1 0 si p#0

7
Considérons une injection j:F——— F dans la catégorie des systémes
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"
projectifs sur I , et soit F = coker j . On a alors une suite exacte de

systémes projectifs
? 7
O—»F ~——>F «~—2F —30
dfol il résulte une suite exacte de groupes abéliens:

N o (1)
Q— %i@ F — Fi;ﬁ-9' %&g F ———€'£&9 F —>0
I I I

On en déduit un isomorphisme

? 1%
(6) lim(1)F ~ coker(F————> 1lim F )
I I

Supposons que les seules rélations dfordres de I sont iO < 1 pour tout

i€ I, alorson a :

€] 1P = o si p # 0,1

et si F1 est un systéme projectif tel que F1i =0 on a

(8) limF, = TJT F,.
1 ier &
§2.

Considérons maintenant une famille de sous-groupes { Hiz 1eT de G,

et supposons que le sous—groupe trivial fait partie de {Hi} ieT * Ordon-
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. : ? -
nons I en posant 1 € i si et seulement si Hi < Hi7 . Notons par H
le sous-groupe de G engendré par tous les Hi « Pour tout G-module A

on définit un Systéme projectif sur I par

H.
i ~S~—s At

H.¢ H.

?
ob pour i € i  1%homomorphisme correspondant A L —— a1 est 1tin-

jection évident. On voit facilement que 1'on a :

(9) umat = ) Al o 4

Soit alors A° une résulttion induit de A et considérons le double com-

plexe

TT'a ?

I

(voir ((4)) ). Les suites spectrales qui y sont assocides sont donndes

par:
¢ Psd ( )
— . AP q
B, = um® n%H,A)
I
(10)
w Psd H.
Y}32 = wP(1in®) a1y
(-_-

I

Par (9) on a :



i PO

E, = HP(H,4) .

Supposons maintenant que I est un arbre, donc, df aprés l'introduction de

((6)) , tel que 1l'on a :

(11) Z<L_i;m(p) =0 pour p # 0,1
I

(1), By .

et calculons ]%:_'u_n Al ., Puisque A'T€C A onapar (6) un iso-
I

morphisme

H H.

(1), 1 . A,
12 1i A = ker(A 1im ~ /A

(12) (:_[g coker(A — = /A7)

Théorédme 1. Il existe un groupe abélien K", n» O tel que

les suites suivantes sont exactes

. (1) ,n-1 n . D

I I
n-1 n-1 n-2,.. (1) Hy i
o = HT(H,A) — K ——H “(Lin* A" 7) —H(H,4) —
I
H.
Kn—"; Hn—1(£_m(1)A. l) ""““;‘ L)

I

Démonstration. Cela résulte des suites spectrales (10) ,
de (11) et des Théoremes 8.1 et 8.3 du Chap. VIII de ((3)) . (Notons

_ que le corollaire 8.4 loc. cit. est faux.) Q.E.D.
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Considérons le cas p&ffiduier ot la famille {»Hi} S €T est réduit 3
deux Sous-groupes noh triviaﬁx H1 et H2 et le sous-groupe trivial. Sup-

posons queé H1;H2 = @ s alors on a :

H'(H, 4) x Hm(Hz,A) si m#0

Il

Lim Hm(Hi,A)

I 1O(G,A) si m=0
0 si m#£O
1l E () =
s t H H
I a/a l e ® si  m=0
H, H, H
1in{ a1 = a/aten?
e——
T
donc on a
H, H H
an{Mas 5y = @ s a0 ) si  m Y1
Q——
et une suite exacte:
| H H H, H, H
0—>Ho(A* 1+ ?) — 1 ——-9H°(]£___m(1)A° y —sul@as T e ?) ——o0
T

Utilisant le Théoréme 1. on obtient une suite exacte
n n n n H1 H2 n+1
—  HY(G,A) —H(H,,4) x Hi(H,,8) —H A 1+ 4t %) —eea) — L

pour n 2 2 , et bien slir pour les petits dimensions on a des suites exactes

analogues un peu plus compliquées.




-8 -
§3.
Considérons le complexe T;I de ((4)) , et supposons que { Hi-} ieT

. ? . )
est une famille de sous-groupes de G telle que pour i, i € I il existent
111

A
i,1 € I telsque H, N H, =H, et tel que H U H, = Higy o

On montre alors que le systéme projectif sur I

i A TT°

H.
=i

est flasqué, donc que la deuxidme suite spectrale du double complexe

T 1T
I H

dégénére. Il en résulte un isomorphisme

La premigre suite spectrale est donnée par:

bsq (
= 1im(P) A
E2 = Z(L_:LE H (Hi, x) .
I
Théoréme 2. Supposons que l'union au sens ensembliste des Hi est

égal & G alors il existe un suite spectrale donnée par.

Psq ( )
- .AP) 4
E, = lim H (Hi, x)
I




aboutissant a

H'(G, %) .

N
H oG

Démonstration. Il suffit de montrer que lim TT
I i

ce qui est évident. Q.E.D.

Remarquons qu'en général on ne sait pas que %EE TT = T1® ou H
H H
I =i =

est le sous-groupe de G engendré par les Hi . En effet cela est faux

dans le cas trés simple G = Z/(6) , H, = z/(2) , H, = z/(3) .

Corollaire 1. Supposons que I contient un sous-ensemble

dénombrable cofinal, alors on a la suite exacte

0— 1im( " B, ) —> G, x) — Lim HY(H., ) —> 0
L ) 1 o 1
I I

Démonstration. On utilise le corollaire 8.2 du Chap. VIII

de ((3)) . Q.E.D.

Supposons maintenant que A est un G—-modulee.t G un groupe dénombrable

tels que

(1) Hp(G,A) est dénombrable pour p=m, m + 1 &
(ii) Pour tout sousgroupe de type fini H de G , HP(H,A) est dé-

nombrable pour p=m- 1, m alors on démontre.

Corollaire 2 . Il existe un sous-groupe de type fini H
dans G tel que H"(G,A) o H™(H,A) .
Démonstration. Considérons la famille {IL) .y des
it ie1

Fint
sous~-groupes de type de G (i.e. engendré par un nombre fini d°*éléments de
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G ) . Puisque G est dénombrable il existe un sous-ensemble cofinal dé-

nombrable dans I . Par le Corollaire 1. on a des suites exactes

0— 1t #1 ,0) — B(G,4) —> Lim B (H,,8) — 0
I I

0 —3 }_i_r_n“) H’“”(Hi,A) — HYG,A) —> Lim Hm(Hi,A) — 0
I I

Puisque HP(G,A) est dénombrable pour p=m , m + 1 , on a dfaprss le

lemme du Chap. III de ((5)) :

1™ #m.a) = o
ef- 1

1t B ) = o
— i
I

donc Hm(G,A) o %}9 Hm(Hi,A) . Utilisant le Théor&me "de Mittag-Leffler®

de ((4)) on trouve que le systéme projectif sur I
i Ae—> Hm(Hi,A)

est "essentiellement constant®, dfol le corollaire.
Q.E.D.




(1))
((2))

((3))

(%))

((5))

((6))
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