
Note sur les repr~sentations int~grales 

des formes lineaires complexes 

Bent Hirsberg 

Introduction. 

Le but de la note pr~sente est de pr~senter un d~veloppe

ment suppl~mentaire d'un th~or~me de Hustad [3] en utilisant les 

idees fondamentales de [3], 

Nous montrons: 

Th~or~me. Soient X un espace compact s~par~ et A c C(X) un 

sous-espace vectoriel ferm~, s~parant les points de X et tel 

que ~ E A • Soit 1 une forme lineaire continue sur A , alors 

il existe une mesure de Radon complexe m sur X telle que 

(i) l(a) = f adm 
J 
X 

Va E A 

(ii) m est une mesure maximale sur X • 

(iii) 1!1!1 = !ml (X) • 

Remarque. La difference entre le theorerne mentionne ci-dessus 

et le th~or~me de Hustad est la propri~t~ (ii) qui remplace 

l'annonc~ rnoins fort de [3] que " m est pseudo-port~e par la 

fronti~re de Choquet". 

Voir [2] pour une application du th~or~me ci-dessus. 
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Preliminaires et demonstration. 

Soient X un espace compact separe et A S C(X) ~~ sous

espace vectoriel ferme, separant les points de X et tel que 

11 E A • 

L'ensemble des etats de A 

s = (p E A* ' p(11) = I!Pll = 1} 

est une face de la boule-unite K de A'c ~ fermee pour la topo

logie a(A*,A) • 

Puisque A separe les points de X 9 nous avons une homeo

morphisme injective ~: X ~ S definie par 

cp(x)(a) = a(x) Va E A • 

En imi tant [3] nous definirons une application ~: r x X ~ K 

par 
~(A.,x) = A.r:p(x), 

ou r designe le cercle-unite. 

Definissons aussi L: C(X) ~ c(r x X) par 

Lf(A.,x) = A.f(x) Vf E C(X) 

Si ~ est une mesure de Radon reelle ou complexe sur r x X 

et f E C(X) 9 alors 

[P~](f) = J f(x)di~!(A.,x) 
rxx 

definira une mesure positive P~ sur X et il suit de [3] que 

P ~ - ! 1-x- iJ.! est une me sure positive sur X • 

Une mesure u E M(X) est dite maximale par rapport a A si 

et seulement si lcpiJ.! est une mesure maximale sur S pour 

l'ordre de Choquet. 

Rappelons qu'une mesure ~ E M(X) est une mesure maximale 
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par rapport a A si et seulement si 
'" ! 
. t-' \ est une mesure maxi-

male pour l'ordre determine par le cene max-stable engendre par 

les parties ree~s des fonctions de A ~ c' est-a-dire le cane 

On voit qu'une mesure maximale par rapport a A est pseudo-

portee par la frontiere de Choquet [1~1.5.22]. 

' Si Q est un ensemble convexe compact et f: Q ~ R est 

une fonction bornee l'enveloppe superieure 1' de f est definie 

par 

?(q) = inf(a(q) I a> f 9 a E A(Q)} 

1ci A(Q) designe l'espace des fonctions reelles continues et 

affines sur Q • 

Demonstration du theoreme: Nous appliquerons la methode de 

Hustad pour construire la mesure m • 

Soi t 10 E A* et supposons que 1!1 0 !1 = 1 • Alors 10 E K ~ 

et nous pouvons appliquer le theoreme de Choquet pour representer 

1 0 par une mesure-probabiliste maximale 1-Lo sur K • 

Puisque Supp(1.1) c ~(rxx) 9 nous pouvons considerer 1-Lo 
0 -

comme une mesure sur 2(r x X) • Maint.enant il suit de [3] que 

la mesure definie par 

* -1 m = L ~ tl 0 . 0 

satisfait aux conditions (i) et (iii)~ et il reste a prouver que 

m0 satisfait ala condition (ii). 

11 suit de [1 9 1.4.5] qu'il suffit de montrer que 

J ( ?s - f ) d I cp m0 I = 0 

s 
1ci on peut supposer que f est strictement positive. Done la 

- ' fonction f~ K ~ R donnee par 
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f(l) = 
( f( p) si l = )~. p , (A., p) E r X S 
l 0 autrement 

est bien definie, et possede les proprietes suivantes: 

(a) f est s.c.s. 

(b) ~ ~k 
f (A. p) = f ( p) V(A.,p) E rxs 

(c) jk(p) ~ 
= f (p) V p E S. 

Verification: Puisque f est strictement positive, (a) est 

evidente. 

Soit (A. 0 ~p 0 ) EfxS. Si e>O ilexisteunefonction 

a E A(K) telle que 

-Ak 
f (A. p ) + e: > a( A. p ) , a > f 

0 0 - 0 0 

Definissons aA. E A(K) par 
0 

VlEK 

Done, 
~ a A. ( p ) < f (A. p ) + e: 

0 0 - 0 0 

et par consequent 

~f (po) ( ) ..u,;f.k( ) < aA. Po < A. p + e: 
0 - 0 0 

De plus, 

1k ( p ) < fK ( A. p ) 
0 - 0 0 

En raissonnant comme ci-dessus avec 

nous obtiendrons 

ce qui acheve la demonstration de (b). 

1/A. au lieu de 
0 

Puisque S est une face fermee de K, il suit de [1,1.3.6] 
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q_ue pour tout p E S . . 
lk(p) = sup [IJ.(f) IJ. E M+(K)} p 

sup[!l(f) M;(s)} ~ 
= IJ. c = f (p) '-

Retournons maintenant a la d~monstration du th~or~me, 9a veut 

dire ala d~monstration de (*): 

En utilisant [1,1.4.5] on aura: 

o < I cfS-f)dl~m I = 
J 0 s 

J (f'B-f)dcp!m0 ! 
s 

= s cf'B-f)ocpd lmol = 
X 

r cts - f) o cp d 1 1-x- ~ - 1\J. 1 J 0 
"IT 
.Jl. 

< ! (-£'S - f) 0 lp d p ( \P - 1\J. ) 
~ 0 

= J [(fS- f) o cp](x) d ~- 1 1J. 0 (A.,x) 
rxx X 

r.o..k - 1 
= j [f (cp(x))- f(cp(x))] d(g)- IJ. 0 )(A.,x) 
rxx 

= J cilc-f)d!lo = 0 
K 

Le th~or~me est d~montr~. 
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