
Sur le groupe de Witt d'un anneau de PrUfer 

Soient A un anneau de PrUfer 9 K son corps de fractions 9 WQ(A) 

le groupe de Witt d'espaces quadratiques sur A ~ h~ l'applica

tion canonique de WQ(A) dans WQ(K) • Nous savons que, si A 

est un anne an de Dedekind et si 2 n'est pas un di viseur de zero dans 

A , alors 

h~(WQ(A)) = 

' { r ou JtA designe l'ensemble des ideaux maximaux de A " A le 
v.li. ' 7'/t 

localise de A en 1' ideal maximal ·;n de A • [ 5], [6]. 

Le but de cette note est d'etendre ce resultat a un anneau de 

PrUfer quelconque. 

1. Sur l'anneau de Prti£cr 

Soient A un anne a'}. integre, K son corps de fractions. S de-

signant une partie multiplicative de A , nous identifierons les 

elements de s- 1A avec leurs images dans K par l'injection ca

nonique de s- 1 A dans K • 

A sera dit de PrUfer si tout A-module de type fini sans torsion 

est projectif. 

Theoreme 1.1. Les conditions suivantes sont equivalentes: 

i) A est un anneau de PrUfer, 

ii) 1£g!~u~~7module de type fini de K est inversible 9 

iii) J22Ur tout ideal maximal 'nL de A 9 A,m est un anne au de 

valuation. 
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Demonstration: elle est donnee dans [31~ [4]. 

Corollaire 1.2. Soit B un sous~anneau de K contenant A · si 
----------------------------~~--~~~~-----'---

A est un anneau de PrUfer~ alors B est un anneau de PrUfer. 

Nous supposerons par la suite que A est un anneau de Prufero 

Theor~me 1.3. Soient B un sous-anneau de K contenant A ~__I 

un ideal de B. On a~ I= (If'JA)·B. [3] 

Demonstration: il est evident que (In A) ·B c I . D'autre part~ 

soit i un element de I ; le sous-A-module de K engendre par 

1 et i est de type fini 9 done inversible (1.1. ii)); ceci en

traine quI il existe deux elements (I 9 B de A tels que 1 = CL + ~.i 9 

a:. i E A rJ I et S. i E An I • En mul tipliant les deux termes de 

l'egalite par i • on obtient que i =O.~i + (S.i).i E (In A)oB .. 

Corollaire 1.4. Si, de plus. I est de type fini. il existe alors 

un syst~me fini de generateurs de I con tenus dans I n A . 

Theor~me 1.5. Soit B un sous-anneau de K contenant A 9 de-

signons par des ideaux premiers de A 

(resp. B). etp.Bf.B}. [3]. 

Demonstration: soi t ;p' E ~ ; d' apr~s 1. 3., J<>' = (~' n A) .B , 

ou ,pI il A est un ideal premier de A 9 verifiant ( ?' n A) .B I B • 

D'autre part 9 soit f-; un ideal premier de A verifiant f>·B f. B; 

il existe un ideal maximal rn1 de B con tenant J'i>. B ; l' anneau 

local B domine l'anneau local 
J/Y(. 

luation (1.1. iii)), on a done ~ 

derons l' ideal maximal 7uAt.) de 

A qui est un anneau de va-';nn A 9 

A c B c J:?7n = J\nt.nA = At0 • Consi-

A1D ; p·A-pnB = ccp.ArnB) nA).B 



d'apres 1.3.; de plus~ ~~'";).Af I! A = p ; on 

p.A1jnB = ((p.ApnB) nA).B = (p . .At0 nA).B 

7-cAf> n B E J?s ~ il vient que 1:.JB E ~ • 

en deduit que: 

= }"J.B et~ comme 
'} 

Lemme 1. 6. Soient B un sous-anneau de K con tenant A ~ 4::: un' 

element de Les COLditions suivantes sont equivalentes: 

i) ? .B E 

Demonstration: 

i) ==> (ii): il vient de la demonstration de 1.5. que p.B = 

'1J. A _.,.J n B d' ou ·r.:.. B n A = 1::: • tr 0 n , 

ii) ==> (i): d'apres [2] Ch. 2~ §2,n°5~ Corollaire 3, il existe 

un ideal premier :P' de B contenant J:;.B et verifiant 

f:;' 11 A = -p . Comme -:p' - (f' nA) .B = tJ.B , on a que J:).B E ,J~ . 

Theor eme 1.7. Soient B1 et B2 deux sous-anneaux de K tels 

que B1 II B2 = A 9 I1 (resp. I2) un ideal de type fini de B1 (resp. 

£21; designons par B le sous-anneau de K engendre par B1~ 

B2 et sup12osons que BI 1 = BI2 (nous dirons que le B1-module I1 

et le B2-module r 2~nt compatibles). Alors 

Demonstration: il suffit de montrer que, pour tout '"f·nE ,_..,A-~ 1 , 

(I 11,,n = ((I1 n r 2).B1 )rn. ; or, d'apr~s 1.5., pour tout 1rtE c/[{131 , 

il existe J' E :~ tel que '}H = t) .B1 ; de plus, 

((I1 () I2).B1)p.B1 = (I1 ni2)p .(B1)1J.B1 = ((I1)tj n(I2~J).(B1)pB1 

car A~ est un A-module plat. 
(> 

Il suffit done de montrer que, 
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pour tout p E Ji 
( (I1 ~=> n (I2~-J) • (B1 )p.B1 • 

Soi t -p E ;?A tel que /';>. B1 E <.){J3 1 ; remarquons que At::; = (B 1 )t;)· B1 

et que B1;;= (B2 )0.:;J: en effet 9 l 1 anneau local (B 1 )p.B 1 domine 

A1;) (1.6.)~ qui est un anneau de valuation (1.1. iii)) d'ou 

(B 1 ) _ B = Af; d'autre part 9 Qn ~l~ment de B1J s'~crit comme 
1f)• 1 b1 .. b2 I 

somme d'~l~ments de la forme s ou b 1 E B1 9 b 2 E B2 , 

b1·b2 
s E A-p ; comme b 1 E B1 c (B1 )p.B1 = AJJ ~ s E A1;).(B2 ~ = 

(B2 )f,) ; on a done Bp = (B2 )1.J • De l'egalit~ B.I1 = B.I2 , il 

vient que (B.I1 )d:) = (B.I 2 )1J ; or (B.I 1 )1-:> = B-p. (I 1 )j=> et (B.I 2 )Q'j 

= B~. ( r 2 )t) = ( I 2 )f.) puis que B1,, = (B2 )1-;, ; de plus 9 comme r 1 est 

un id~al de type fini de B1 , il est non d~g~n~r~ et inversible 

d'ou il vient de [2], Ch. 2~ §5,No6 9 Theor~me 4 que le (B ) -
1 1J.B1 

module ( r 1 )-p.B 1 est monogene et du fait que Ap = (B1 )13.B1 9 on 

d~duit que (I 1 )1J = (I 1 )1,.B 1 = Af>.i 1 ou i 1 E 1 1 Nous avons 

done que (I2 )r = B1J.(I1 )l' = B1":).A-r.i 1 = (B2 )-p.i 1 d•oti (I 2 )f, :::> 

(I 1 ) et (I 1 )-h B = (11 )-r-.(B_,) B =((I_,). n (I2 \)e(B_,)~ B .. r I] 0 1 I I J 1 -p• "] I ~p ~- 1 a~• '1 

Par un raisonnement identique, on obtient que r 2 = (I 10I2 ).B2 • 

Corollaire 1.8. Le th~oreme pr~c~dent est encore valable lorsque 

les I 1 __ sont des so~-~i-modules de type fini de K compatibles. 
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2. Sur le groupe de Witt d'un anneay de PrUfer. 

Soient A un anneau de PrUfer 9 K son corps de fractions. 

On appelle espace quadratique sur A tout couple (X,q) ou X 

est un A-module projectif de type fini muni d'une forme quadra

tique q a valeurs dans A et non degeneree (i.e., Bq designant 

la forme bilineaire associee a q , l'application canonique 

dq ~ X--> X*= HomA(X 9 A) 

un isomorphisme). 

definie par d (x)(x') = B (x~x') q q est 

Designons par Q(A) l'ensemble des espaces quadratiques; Q(A) 

muni de l'operation dite somme orthogonale definie comme suit: 

ou q : X' Ef) xii ..._;:..A : (x' ,xn) 1---> q I (xi)+ q" (x") 

a une structure de monoide. 

On appelle £!an hyperbolique sur A tout element (X,q) de Q(A) , 

ou X est somme directe de deux sous-A-modules X' et X" de rang 1 

et totalement isotroQ~ (i.e. la restriction de q a X' est nulle 9 

ainsi que la restriction de q a X"). 

Designons par H(A) le sous-monoide de Q(A) forme des sommes 

orthogonales de plans hyperboliques sur A . Les elements de H(A) 

sont appeles ~paces neutres sur A et notes (N 9 q 0 ) • 

Considerons la relation d'equivalence definie sur Q(A) comme 

suit~ 

(X 1 ,q 1 ) et (X",q") sont dans la m~me classe d'equivalence si et 

seulement s'il existe deux espaces neutres (N',q~) et (N",q~) 

sur A tels que (X1 ,q1 ) = (X' ,q') 4'> (lJ' ,q') et (X2 ,q2 ) = 
0 

(X",q") !:B (N",q~) 

phisme i : x1 -> x2 

x 1 E x1 ) • 

sont isometriques (ioe. il existe un isomor_ 

satisfaisant pour tout 
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Soit WQ(A) l'ensemble quotient de Q(A) par la relation d'equi

valence definie ci-dessus ; WQ(A) 9 muni de l'operation induite 

par l'operation somme orthogonale definie sur Q(A) 9 a une struc-

ture de groupe; on le nomme grou~e de Witt d'espaces quadratiques 

sur A et on note ses elements [(X 9 q)]A • Remarquons que cette 

definition coincide avec celle donnee dans [6], Appendice 1 et 

est une generalisation de la notion de groupe de Witt d'un corps 

defini dans [1]. 

Lemme 2.1. Soit B un sous-anneau de K contenant A. 

L'homomorphisme canonique suivant est injectif~ 

h! V/Q(A) C-> WQ(B) 

[(X,q)]A ~> [B.(X,q)]B ~ ou B.(X,q) = (B0X,q'),q' 
A 

designant l'extension de q a B®X ([1],Ch 9,§3,n°4,Proposition3) 
----~~--~--~~~~------~--- A 

Demonstration: elle se trouve dans [4] Ch.2. 

Definition 2.2. Soient B un sous-anneau de K contenant A 

(X, q) un espace quadratique sur B ; nous appellons A-reseau 

unimodulaire de (X~ tout couple (X',q') , ou X' est un 

sous-A-module de type fini de X verifiant B.X' =X , ou q' 

est la restriction de q a X' et est une forme quadratique a 

valeurs dans A et non degeneree. Nous designerons le A-reseau 

unimodulaire (X',q') , qui est evidemment un element de Q(A) , 

par X' • 

Lemme 2.3. Soient B un sous-anneau de K contenant A 9 _1X,q) 

un espace quadratique sur B X' un sous-module de type fini de 

(X,q) verifiant B.X' = X . X' est un A-reseau unimodulaire de 



(X?q), si et seulement si X' = (X') 0 
1 ou (X 1 ) 0 = 

[y EX i (Vx EX' )Bq(x 2 ;z-) E A} • 

Demonstration: ceci provient du fait que (X•) 0 est isomorphe ~ 

(X')*= HomAcx:A) • 

Lemme 2.4. Soient B un sous-anneau de K contenant A , (N~q0l 

un espace neutre sur B ; il existe un A-reseau unimodulaire de 

Demonstration: (N,q0 ) est une somme orthogonale de plans hyper

boliques sur B ; il suffit done de montrer que, pour tout plan 

hyperbolique (H,q0 ) sur B , il existe un A-reseau unimodulaire 

H' de (H,q0 ) • 

Nous avons vu dans [4], Ch.2 que, pour tout plan hyperbolique 

(H 9 q0 ) sur B , il existe un ideal Q,· de type fini de B tel 

( ) • .I. -1 que H, q 0 sol. t le B-r~::: seau unimodulaire h = 11:,.. x ~ CJiJ • y de 

1' espace quadratique sur K :(X= Kx EFJ Ky 9 q) 9 q etant defini par 

q(x) = q(y) = 0 

Soit a 19 a 2 , ••• ,an un systeme de generateurs de av; posons 

CQ.• = Aa1 + Aa2 + ••• + Aan , a' est un sous-A-module de type fini 

de K tel que B. C2.-' = ce, ; de plus, on verifie que B.(CQ,.')-1 =&-1 • 

( ) -1 
H' =CQ,' .xr-9 &' .y est done un A-reseau unimodulaire de (H 9 q0 ) , 

H' est bien entendu neutre sur A • 

Lemme 2. 5. Soient (X1..t..9.1 ), (X2~2 ) et (X, q) des espaces qua-~.· 

£r~ques sur K, tels que (X 1~1~2~2 ) ~(X 2 ql. S'il existe 

un A-reseau unimodulaire x1 de (X 1~1 ) et X2 de (X2~2~ 

alors il existe un A-reseau unimodulaire de (X,q) • 



- 8 ·-

Demonstration: c'est une consequence immediate de la proposition 

1 . 3. 5 de [ 5] • 

Proposition 2.6. Soient B1 et B2 deux sous-anneaux de K tels 

que B1 n B2 = A B le sous-anneau de K engendre par B 1~ 

B2 , (X,q) un espace quadratique sur K . S'il existe un B1-

reseau unimodulaire X1 de (X,q) et un B2-reseau unimodulaire 

x2 de (X,q) , qui sont compatibles (i.e. B.X1 = B.X2 ), alors 

X1_Q_!2 est un A-reseau unimodulaire de (X,q) . 

Demonstration: montrons tout d 'abord que Xi = (X1 n X2 ) ·Bi pour 

i = 1 et 2 • Nous avons: x. = 
l 

u Kx n x·. = u I.::C • X ' ou les 
xEX l xEX l 

I.::C 
l 

sont des sous-Bi-modules de type fini de K ([4],Ch.2,Proposition1); 

mes Bi -modules I~ sont compatibles: en effet, comme B .x1 = B.X2 , 
on a, pour tout x EX, (B.X1 )n Kx =(B.X2)n Kx ou encore 

B.(X1 1lKx) = B. (X2 il Kx) car B est un Bi-module plat; d'ou 

X B.I 1 = X B.I2 pour tout X E X .. Appliquons le c or:ollaire 1 • 8. aux 

ideaux compatibles IX et IX obtient X (I~ n I~) .Bi 9 on que I. = 1 2 l 

pour tout x E X et pour i = 1 '2 ' 
d'ou il vient que, pour i = 

= ( u (x1 nx2 nKx)).B. = !J (x1 nx2 nKx).B. 
xEX l xEX l 

= U ( I~x n I~x) . B . = 
xEX l 

U ( ( I~ n I~) • B . ) • x 
xEX l 

U I~.x=X .• 
xEX l l 

= 

On peut done choisir un syst~me de generateurs de X1 et X2 

dans x 1 n x2 ; no tons le (g1 , g2 , ••• 9 gm) • Soi t Y le sous-A-

module de X engendre par g1 'g2' ... 9 gm . on a que y c x 1 n x 2 ' 
Y.B1 = x1 et Y.B2 = x2 • Nous allons montrer que y est un 

reseau unimodulaire de (X,q) egal ~ .I1 n x2 . 
On a que x1 ll x2 c cx1 nx2 ) 0 . en effet, soit x E x1 n x2 . 

' 
A-
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pour tout y E x 1 11 x 2 , Bq(x,y) E B1 n B2 ' 
car x1 = (X1)o et 

x2 = (X2)o d'apr~s le lem..!ne 2.3.; d'otl. "V" E (x1 nx2)o ..<>.. 

D'autre part, yO C x 1 nx2 . en effet, soi t X E yo . pour tout . 
' 

y E Y , Bq(x,y) E A d'ou, pour tout y E Xi = Y.Bi, Bq(x,y) E Bi' 

ceci pour i = 1 et 2 ; il vient done que x E X~ = x 1 et x E X~ 

= X2 sci t que X E X1 '! X2 • 

On a done que Y0 c X1 n X2 C (X1 n X2 ) 0 ; de plus, comme Y c X1 n X2 , 

(X1 nX2 ) 0 c Y0 ; il vient alors que (X1 nX2 ) 0 c Y0 c X1 nx2 c 

(X1 n X2 ) 0 soi t que Y = x 1 n X2 est un A-reseau unimodulaire de 

(X,q) • 

Theor~me 2.7. Soit (X,q) un espace quadratique sur K , tel que, 

pour tout ideal maximal ~~ de A , il existe un A,m-reseau uni

modulaire !(n1.) de (X, q) , alors il existe un A-reseau unimodu

laire de (X,q) 

Demonstration: soi t '1''l E ~A A~ etant un anneau local de 

PrUfer, ~1n)est un A~t-module libre de rang n, n etant la dimen-

·sion de X ; choisissons une base de ~'m.) , de 

sorte que les B0 (e~,e~) soient dans A ; soit d~) le determinant 
-- l J \:' ~ 

de l'homomorphisme canonique d~: tm)-~ O(,.,nr : x r-> (y t-> Bq(x,y)) 
ll'r\. 'Hi. l'l"l'\. I 

dans la base (e 1 , ••• ,en) ; dq etant un isomorphisme, ~m...) est in-

versible dans A7n. d' ou 'br~ E A-rm... 

Considerons 1' ideal I de A engendre par les M , m'1. E ~A ; 

I.A?n est Un. ideal de A1n. contenant ~rl) , qui est inversible dans 

Arm, ; on a done que I .AIYI't = J\m, pour tout "m.. E c)f,A • Or 

I= fl I.A ([2},Ch.2, §3,n°3, Corollaire 4) d'ou 
mt= . u '»1. _vpA 

I = ~ I.A = (~ A = A • Il existe done un nombre fini 
1Yn E <-~ 1n.. ,m E ci(.,A rm. 
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engendrent A • 

Posons 9 pour i = 1,2 9 ••• 9 k 

m. m. 
1. 1. 

Xi = B i e 1 ® ••• ® B i en B. 
1. 

K con tenant 

Soit B1 2 le sous-anneau de K engendre par B1 et B2 con-
9 

siderons le diagramrne commutatif suivant: 

B 
h 1,2 

B. 
WQ(Bi) c l > WQ(B1 2) 

9 

h~ 
Bi WQ(K) A e:. 1,2 i = 1,2, ••• 9k 

appelons qi la restriction de q ~ Xi comme K.X1 = K.X2 , 

h~ ([(X1 ,q1 )JB) = h~ ([(X2 ,q2 )]B) d'ou 
1 1 2 2 

B1 2 B1 2 
hB ' ([(X1 ,q1 )JB ) = hB ' ([X29 q2 )]B ) ; il existe done deux 

1 1 2 2 
espaces neutres (N' ,q~) et (N",q~) sur B1 , 2 tels que 

0 

' 

(B 1 , 2 . (X1 ,q1 )) EiJ (N' ,q~) et (B192 • (X2 ,q2 )) ® (N" ,q~) soient 

isometriques; remarquons, en particulier 9 que K.(N',q~) et 

K.(N 11 ,qg) sont deux espaces neutres de m@me dimension sur K; 

d'apres [1],Ch.9 9§4,n°2, il existe une isometrie i 0 de K(N',q~) 

sur K.(N 11 9 q 11 ) ; d'autre part, d'apres le lemme 2.4., il existe un 
0 

B1-reseau unimodulaire N1 de (N' ,q~) et un B2-reseau unimo-

dulaire N~ de (N",q~) • On en deduit done que B1 , 2 .(X1r±Ji 0 (l'J1)) 

et B1 , 2 • (X2 ® :r:J2) sont des B1 , 2-reseaux unimodulaires de 

(X,q) ~ K.(W'~~) qui sont egaux. Appliquons la proposition 2.6. 
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au B 1 -r~seau unimodulaire x1 e i 0 (N1) de (X, q) ':tl K (N" a") 
• ' "'"0 

et 

au B2-r~seau unimodulaire x2 E9 N" de (X,g_) <±l K. ( N" , q_~) qui 
2 

sont compatibles, il vient que (X1 EB io (N1)) n (X teN") 2 2 est un 

B 1 , 2-r~seau unimodulaire de (X,q) Ee K.(N",q~) et les lemmes 2.4 

et 2.5. entrainent qu' il existe un B 1 , 2-r~seau unimodulaire 

x1 2 de (X,q) . 
' 

Reprenons le m@me raisonnement en remplacant B1 

par B3 ~ X1 par X 1 ~ 2 ~ X2 par x3 . 
k 

On obtient finalement qu'il existe un A = n B.-r~seau unimodu
. 1 l l= 

Corollaire 2.8. 

D~monstration~ il est ~vident que h~("WQ(A)) c n h~ (WQ(Atm.) ) • 
IYYIE~ l)n 

D'autre part, soit [(X,g_)]K un ~l~ment de r\ h~ (WQ(J}. )); 
tm. EJbA "l7t m. 

pour tout mt E Jt,A , 
K 

hA?Yl. ( [ (~)' %nY] A~ = 

il existe (1'Tt)'~) E Q(J\m) tel que 

[(X,q)J.K; des lemmes 2.4 et 2.5.,- on d~duit 

que, pour tout ~E JbA , il existe un A~-reseau unimodulaire 

X' de (X,q) ; le theor~me 2.7. nous permet de conclure. 
Cm) 
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