Sur le groupe de Witt d'un annesu de Priifer

Soient A un anneau de Priifer, K son corps de fractions, WQ(A)
le groupe de Witt d'espaces quadratiques sur A , hf l'applica-
tion canonique de WQ(4A) dans WQ(K) . ©Nous savons que, si A

est un annean de Dedekind et si 2 n'est pas un diviseur de zéro dans

A, alors
nfre(a)) = ¢ % nf (we))
A "v’ -, v A,. f/‘l
e M
H A .
ou u%ﬂ désigne 1l'ensemble des idéaux maximaux de A | Aﬂ¢ le

localisé de A en 1'idéal maximal 7 de A . 157, [6].
Le but de cette note est d'étendre ce résultat & un anneau de

Priifer quelconque.

1. Sur l'anneau de Priifer

Soient A un anneaw inteégre, K son corps de fractions. S dé-
signant une partie multiplicative de A , nous identifierons les
é1éments de S"1A avec leurs images dans K par l'injection ca-
nonique de S“1A dans K .

A sera dit de Priifer si tout A-module de type fini sans torsion

est projectif.

Théoréme 1.1. TLes conditions suivantes sont équivalentes:

i) A  est un anneau de Priifer,

ii) tout sous A-module de type fini de XK est inversible,

iii) pour tout idéal maximal ». de A | Aw1 est un anneau de

valuation.




- 2 -

Démonstration: elle est donnée dans [37, [4].

Corollaire 1.2, Soit B un sous-anneau de XK contenant A ; si

A est un anneau de Priifer, alors B est un anneau de Priifer.

Nous supposerons par la suite que A est un anneau de Prufer.

Théordme 1,3, Soient B un sous-anneau de K contenant A , I

un idéal de B . On a : I = (InA).B ., T[3]

Démonstration: il est évident que (INA)-B < I . D'autre part,
soit 1 wun élément de I ; le sous-A-module de K engendré par

1 et i est de type fini, donc inversible (1.1. ii)); ceci en-
traine qu'il existe deux éléments o, g de A tels que 1 = aq+ B.i,
a.i € ANI et B.i € ANI . En multipliant les deux termes de
1'égalité par i , on obtient que i =a.i+ (8.1),1€ (INA).B .

Corollaire 1.4. Si, de plus, I est de type fini, il existe alors

un systéme fini de générateurs de I contenus dans I NA .

Théordme 1.5, Soit B un sous-anneau de K contenant A , dé-

signons par ‘/?A (resp. 2733) l'ensemble des idéaux premiers de A

(resp. B). On a : .:1733 = {Zo.B; 7 € fi et p.B # Bl. [3].

Démonstration: soit g € J% ; dlaprds 1.3., ' = (' NA).B,
ol »'NA est un idéal premier de A , vérifiant (zo' NA).B#ZB .
D'autre part, soit 4 un idéal premier de A vérifiant p.B £ B
il existe un idéal maximal 1 de B contenant 7 B ; l'anneau
local B,m domine l'anneau local A‘,!nﬂA s Qui est un anneau de va-
luation (1.1, iii)), on a donc 3 ACB B, =4, = ATO . Consi-

dérons 1'idéal maximal g’aAP de A,},a : ?}@.AFHB = ((}?;.ATPOB) NA).B




dfaprés 1.3,; de plus, -p.AFFWA = 7o ; on en déduit que:

((zmAmjﬂB) NA),B = Cp.AﬁgﬁA),B = p.B et, comme
) v H N

TLA?JOB
D : . -
7&%P NB ¢ J} ; 1l vient que B € J3 .

Lemme 1.6, Soient B un sous-anneau de K contenant A , 4> un'

elément de J% . Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) ;D cB E {»'(.‘B

ii) XD.B n A =

Démonstration:

i) => (ii): il vient de la démonstration de 1.5. que £.B =
ZQ.AT NB d'ou za.B NA = ?:.

ii) => (i): d'aprds [2] Ch. 2, §2,n°5, Corollaire 3, il existe

un idéal premier ' de B contenant 70.B et vérifiant
g [
o

jo' NA = ]o . Comme -;}J' = ('fp’ﬂA).B = ]':B , on a que 73.B € ,/% .

Théor éme 1.7. Soient B, et B, deux sous-anneaux de K tels

que B, "B, = A , I, (resp. I,) un idéal de type fini de B, _(resp.

32); désignons par B 1le sous-anneau de K engendré par B, et

§2 et supposons que BI1 = B12 (nous dirons que le B1—module I1

et le B,-module I, sont compatibles). Alors

I»] = (11 ﬂI2),B1 E_t_ I2 = (I»] ﬂI2).B2 °

Démonstration: il suffit de montrer que, pour tout mMmE u%B1 5
(11 2_{“- = ((I,] N 12) .B1 )'n ; Or, dqaprés 1 . 5. 5 po.u-r -tou.t /?n 6 (/{{-Bl‘ ,
11 existe € JX tel que M = p.By ; de plus,

((11 QIZ)'B'])j’).Ba' = (11 HIZ)’JD °(B'])7J.B1 = ((I'])F 0(-:[2)7'))-(31).3331

car A, est un A-module plat. Il suffit donc de montrer que,
7




pour tout € 5 tel que fo.B, € % (11)PNB1 =

(14}, 0 (1p),)-(3)

peBy 7
Soit Yol CfA tel que 2ﬁ.B1 € 0%31 s remarquons que f‘_ (B %
et que Bﬁ = (B2%3 : en effet, 1lfanneau local (B1)73‘B1 domine
A?a (1.6.), qui est un anneau de valuation (1.1, iii)) d'ou

B1%F.B1 = AT); d'autre part, gn ilément de 373 s'écrit comme
somme d'éléments de la forme ———=2

ol b, € By, b, € B, ,
by-by
S 6 .A.-;{D ; comme b1 E B1 o (B»I)YJ.B‘] = .A.J,J 9 """"‘"'" E A (Bz?ﬁ) =

on a donc Bf,z (Bz)? . De 1'égalité B.I, = B.I, , il

s

(B2 )TJ ’
vient que (B.I1)i3 = (B.Iz)T>; »
(I %p (12%P puisque BT’= (BZ%w ; de plus, comme I, est

un 1déal de type fini de B, , il est non dégénéré et inversible
d'ou il vient de 2], Ch. 2, §5,N96, Théordme 4 que le (B, %P

on

module (11) est monogdne et du fait que A73= (Bq)

?.31 13.]31 3
déduit que (I1) = (I, )v-B1 = AF°11 ol i; € I, . DNous avons
donc que (12) 'P (I )? = Br A .11 = (Bz) i a ou (IZHv
(11)]'o et (I1)$“B1 = (14275(Bq)7r31 = ((Iq)vjﬂ (Ia)p).(Bq)ﬁkBﬂ .

Par un reisonnement identique, on obtient que I, = (I10I2).B2 .

Corollaire 1.8. Le théoréme précédent est encore valable lorsque

les I1 sont des sous - Bi—modules de type fini de K compatibles.




2. Sur le groupe de Witt d'un anneay de Priifer.

Soient A un anneau de Prifer, K son corps de fractions.

On appelle espace quadratigue sur A tout couple (X,q) od X

est un A-module projectif de type fini muni d'une forme quadra-

tique g & valeurs dans A gt non dégénérée (i.e., By désignant
la forme bilinéaire associée & q , 1l'application canonigque

dq s X —> X¥* = HomA(X,A) définie par dq(x)(x') = Bq(x,x') est
un isomorphisme).

Désignons par Q(A) 1'ensemble des espaces quadratiques; Q(4)

muni de l'opération dite somme orthogonale définie comme suit:

(X',q') @ (X",q") = (X'@X",q)
ol g : X'®X¥ — A (x',x") >  q'(x')+q"(x")

a une structure de monoide.

On appelle plan hyperbolique sur A tout élément (X,q) de Q(A) ,

ol X est somme directe de deux sous-A-modules X' et X" de rang 1

et totalement isotropes (i.e. la restriction de q & X' est nulle,

ainsi que la restriction de gq & X").
Désignons par H(A) 1le sous-monoide de Q(A) formé des sommes
orthogonales de plans hyperboliques sur A . Les éléments de H(A)

sont appelés espaces neutres sur A et notés (N,qo) .

Considérons la relation dféquivalence définie sur Q(A) comme
suit:

(X*,q') et (X",q") sont dans la m8me classe d'équivalence si et
seulement s'il existe deux espaces neutres (N',qé) et (N",qg)

sur A tels que (X1,q1) = (Xv,q') ® (N',qé) et (X2,q2) =

(X",q") ® (N",qg) sont isométriques (i.e. il existe un isomor-
phisme i:X, —> X, satisfaisant qz(i(x1)) = q1(x1) pour tout




Soit WQ(A) 1'ensemble quotient de Q(A) par la relation d'équi-
valence définie ci-dessus ; WQ(A) , muni de l'opération induite
par l'opération somme orthogonale définie sur GQ(A) , a une strue-

ture de groupe; on le nomme groupe de Witt d'espaces quadratiques

sur A et on note ses éléments [(X,q)]A . Remarquons que cette
définition coincide avec celle donnée dans [6], Appendice 1 et
est une généralisation de la notion de groupe de Witt d'un corps

défini dans [1].

Lemme 2,1, Soit B un sous-anneau de K contenant A .

L'homomorphisme canonique suivant est injectif:

hﬁ . WQ(A) c—> WQ(B)

[(£,0)]y —> [B.(L,0)]p , od B.(X,2) = (BOX,a'),q!

désignant l'extension de g & B®X ([1],Ch 9,§3,n°4,Proposition 3)
A

Démonstration: elle se trouve dans [4] Ch.Z2.

Définition 2.2, Soient B un sous-anneau de K contenant A ,

(X,9) un espace quadratique sur B ; nous appellons A-réseau

unimodulaire de (X,q) tout couple (X',q') , o X' est un

sous-A-module de type fini de X vérifiant B.X' =X , ot Qqf
est la restriction de q & X' et est une forme quadratique &
valeurs dans A et non dégénerée, Nous désignerons le A-réseau
unimodulaire (X',q') , qui est évidemment un élément de Q(4A) ,

par X' .,

Lemme 2.3. Soient B un sous-anneau de K contenant A , (X,q)

un espace quadratique sur B , X' un sous-module de type fini de

(X,q) vérifiant B.X' = X . X' est un A-réseau unimodulaire de
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(X,0), si et seulement si X' = (X')° , o (X')° =

v eX ;3 (W& GX')Bq(X,Y) €A} .

Démonstration: ceci provient du fait que (X')® est isomorphe &

(X1)* = HomA(X',A) .

Lemme 2.4, Soient B un sous-anneau de K contenant A4 | (N,qol

un espace neutre sur B ; 1l existe un A-réseau unimodulaire de !

.(—N—qu.)_..'

Démonstration: (N,qo) est une somme orthogonale de plans hyper-
boliques sur B ; il suffit donc de montrer que, pour tout plan
hyperbolique (H,qo) sur B , il existe un A-reseau unimodulaire

H' de (H,qo) .

Nous avons vu dans [4], Ch.2 que, pour tout plan hyperbolique
(H,qo) sur B , il existe un idéal ¢ de type fini de B tel
que (H,qo) soit le B~réseau unimodulaire h = &.X @(1'1.y de

1l'espace quadratique sur K :(X=Kx®Ky,q) , @ étant défini par

a(x) = a(y) =0 et By(x,y) =1.

Soit 81585500.,8, UN systéme de générateurs de & ; posons

@ = Aa1-+Aa2-+...-+Aan , @ est un sous-A-module de type fini
de X tel que B.' = @ ; de plus, on vérifie que B.(CQ,')'"1 @,
H' =@’ .XGB(GQ')—1.y est donc un A-réseau unimodulaire de (H,qo) R

H* est bien entendu neutre sur A .

Lemme 2,5, Soient (X1Lg1), (XZLgZ) et (X,q) des espaces Qqua--

dratiques sur K , tels que (X1Lg1) = (XZng)f%LX,q) ., S'il existe

un__A-réseau unimodulaire X:_de (X9,49) et X, de (X5595)

alors il existe un A-réseau unimodulaire de (X,q) .




Démonstration: c'est une conséquence Iimmédiate de la proposition

1.3.5 de [5].

Proposition 2.6. Soient B, et B, deux sous-anneaux de K tels

que B,NB, = A , B le sous-anneau de X engendré par Bi_et

By s (X,q) wun espace quadratique sur K . S'il existe un B4~

réseau unimodulaire X, de (X,d) et un Bz—réseau unimodulaire

X,_de (X,4) , qui sont compatibles (i.e. B.X; = B.Xg), alors

§1 N X, est un A-réseau unimodulaire de (X,a) .

Démonstration: montrons tout d'abord que Xi = (X1DX2)-Bi pour

i=1et?2 . DNous avons: X, = U KxnX.= U I?-J{, ol les IX

1 xex 1 xeX 1
sont des sous—Bi—modules de type fini de K ([4],Ch.2,Proposition1);

Zes Bi-modules I? sont compatibles: en effet, comme B.X1=IBJ%,
on a, pour tout x ¢ X ,(B.X1)n Kx =(B.X2)ﬂ KX ou encore

B.(X; NKx) = B.(X,Nkx) car B est un B,-module plat; dtou
B.If = B.I§ pour tout x € X . Appliquons le corollaire 1.8. aux
. . . X X
idéaux compatibles Iy et I , on obtient que I3 = (I NI3).5

pour tout x € X et pour i = 1,2 , d'ou il vient que, pour i =

i

1,2 , (X1 er2).13l (U (X, ﬂXzﬂKX)).Biz 3 (X1OX2ﬂKx).Bi

xXeX x€eX

U (I n1¥x).B. = U ((I¥n1).B.).x
cox 1 ) 17 o 120

b
J I .x = X. .,
xex 1

On peut donc choisir un systime de générateurs de X, et X,
dans X; N X, ; notons le (g1,g2,u.,gm) . Soit Y 1le sous-A-
module de X engendré par 813805 w38, 3 ON @ que YcX,NnX,
Y.B1 = X1 et Y.B2 = X2 . DNous allons montrer que Y est un A-
réseau unimodulaire de (X,q) égal & X, n X, .

On a que X;NX, c (X1r\X2)O : en effet, soit x € Xy NX, ;
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pour tout y € X; NX, , Bq(x,y) € B4yNB, , car Xy = (X.!)O et
X, = (Xz)O d'aprds le lemme 2.3.; d'ohl x € (X1 ﬂXz)o .

D'autre part, Y° < X, nX en effet, soit x € YO ; pour tout

2
vy €Y, Bq(x,y) € A d'ol, pour tout y € X, = Y.B;, Bq(x,y) € By,
ceci pour i =1 et 2 3 il vient donc que X € X? = X1 et x € XS
= X2 scit que x € X1 GXZ .

On a donc que Y° c X, n%, c (X1 ﬂXe)o ; de plus, comme Y < X;NZX,,
(X1r1X2)° c Y° ; il vient alors que (X, nX,)° cY°c X, NX, ©

(%, OXZ)O soit que Y = X;NX, est un A-réseau unimodulaire de

(X,q) .

Théoréme 2,7. Soit (X,q) un espace quadratique sur K , tel que,

pour tout idéal maximal m de A , il existe un A,m-réseau uni-

modulaire X de (X,q) , alors il existe un A-réseau unimodu-
NS

laire de (X,q) .

Démonstration: soit mi€ J{,A : Am étant un anneau local de

Prifer, X('m) est un A,m-module libre de rang n, n étant la dimen-

sion de X ; choisissons une base (e1,e2,...,en‘) de )E,m) , de

mo m . . . .
sorte que les Bq_(ei’ej) soient dans A ; soit d(m) le déterminant

de 1'homomorphisme canonique dq 3 }((m>-—> (}E”")). : X —> (y —> Bq(x,y))

L (A% T . » . . -
dans la base («31,...,e1(l 5 dQL etant un isomorphisme, %m.) est in-

versible dans A’m d'ol %ﬂ)e A .

Considérons 1'idéal I de A engendré par les % , ME u"(,A;

I'A'm est un idéal de A'm,

A s on a donc que I.A/m = A,)n pour tout m € (/‘[,A . Or

contenant d@\) , qui est inversible dans

m
I = I.4,, ([2],Cn.2, §3,n°3, Corollaire 4) d'oh
meu‘(:A
I = m I.A = //j A = A , Il existe donc un nombre fini

mec“& m ,meC/{aAm

e —
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d'idéaux maximaux 0n1,0n2,.",?hk de A tels que %ﬂm@’""dmﬁk)
engendrent A .
Posons, pour i = 1,2,...,k , Bi = /fa\ Ap. s
'meg‘-é ’
m
- - )
Xi = Bi e q @...@I%‘en 3 Bi est un sous-anneau de K contenant
d i i : . .- i—
A dans lequel ) est inversible; Xl est un Bl réseau uni

modulaire de (X,q) : en effet, KoXi = K‘Bi‘¥%m9= K'%hg)z X et
o _ o _ o _ 5 _
(Xi) B (Bi‘)%mi)) B Bi‘()gfmi)) - Bi"ffmi)‘ Xi ‘
Soit B4 , le sous-anneau de K engendré par B, et B, ; con-
.8
sidérons le diagramme commutatif suivant:
B
1,2

hy
WQ(B,) < = > WQ(B192)

K K
h .
h;?\\\sa B2 1= 1,200k

WQ(K)

appelons ay la restriction de q & Xi ; comme K.X; = K.X, ,

by ([(X1,04)3p ) = By ([(Hp,a,)15) a'od

B B

1,2 < 1,2 . .
hB1’ ([(11,q1)]B1) = h329 ([X29q2)JB2) ; il existe donc deux
espaces neutres (N',qé) et (N“,qg) sur By , ‘tels que

. 9

(B192.(X1,q1)) D (N',qé) et (B1,2.(X2,q2)) ® (N",qg) soient
isométriques; remarquons, en particulier, que K.(N',qé) et
K.(N",qg) sont deux espaces neutres de méme dimension sur K ;
drapres [1]1,Ch.9,8§4,n°2, il existe une isométrie i, de K(N',qé)
sur K.(N",qg) ; d'autre part, d'aprds le lemme 2.4., il existe un
B1-réseau unimodulaire N! de (N',qé) et un Bz-réseau unimo-~

1

dulaire Ng de (N",qg) . On en déduit donc que B192.(X1@10(Ni))

et By 2.(X269N") sont des B, ,-réseaux unimodulaires de
, 2 1,2

(X,q9) ® K.(N",qg) qui sont égaux. Appliduons la proposition 2.6,
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au B,-réseau unimodulaire X, @io(N,;) de (X,q) @K.(N",qg) et
au B,-réseau unimodulaire X, ® Ng de (X,q) @ K.(N",qg) qui
sont compatibles, il vient Qque (X1e§io(N%)) n (XzeaNg) est un
B1’2—réseau unimodulaire de (X,q) ® K.(N",qg) et les lemmes 2.4
et 2.5. entrainent qu' il existe un B192-réseau unimodulaire

X o de (X,a) .

Reprenons le méme raisonnement en remplacant B1 par B1’2 5 32

par B3 5 X1 par X192 y X2 par X3 .

k
On obtient finalement qu'il existe un A = N Bi—réseau unimodu-
i=1
laire de (X,q) .
Corollaire 2.8. hﬁ(WQ(A)) - ) hﬁ (WQ(A_)) .
’me(j(,A m, M

Démonstration: il est évident que h%(WQ(A)) c //\\ hﬁ (WQ(AML)).

nnegia m

Dtautre part, soit [(X,q)]K un élément de f’\\ hﬁ (WQ(%ﬂ));
meS, “m m

our tout m e il existe YeQ ‘ tel que
h % = (X : des lemmes 2, t 2.5., déduit
AM(E(W),%QJA’M? \.( 9Q.)]K9 e 4‘ € 5 s On 1
que, pour tout mEe€ Umh , 1l existe un 4, -réseau unimodulaire

%%n) de (X,q) ; le théordme 2.7. nous permet de conclure.
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