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Abstract
In this note we derive the Radon-Nikodym density for the image of the
Wiener measure under a not-necessarily invertible perturbation of the
identity with an H — C! random variable with values in the Cameron-
Martin space. Then we give an extension of the degree theorem with
the help of these results.

Résumé

Dans cette note nous donnons I’expression de densité de Radon-Nikodym
pour 'image de mesure de Wiener sous une application non-nécessairement
inversible, qui est de la forme d’une perturbation de l’identité avec
une application de classe H — C! & valeurs dans ’espace de Cameron-
Martin. Ensuite nous appliquons ces resultats a I’extension du théoréme
de degré.

Abridged English version: Let (W, H,u) be an abstract Wiener space.
Suppose now that F' : W — His a measurable map such that, for any
he H, |[F(w+ h) — F(w)|g < c|h|g, with ¢ < 1. Suppose furthermore that
the Hilbert-Schmidt norm of the Sobolev derivative of F', denoted by V F'is
essentially bounded. Then we have

E[f(w+ F(w))|Ar|] = E[f],
for any f € Cy(W), where Ap = dety(Ig + VF)exp—6F — %|F|2, det,

represents the Carleman-Fredholm determinant and §F' is the divergence of
the vector field F'. If F is supposed to be H — C, but not necessarily with
V F essentially bounded, using the above result, we show that on the set on
which dety(I + VF) is non-zero, almost surely, the multiplicity of the map
w — w+ F(w) = T'(w) is at most countably infinite and on every compact
subset W on which the above determinant is non-zero, this multiplicity is

almost surely finite. Let D = {w : deto(I + VF(w)) # 0}, then we have,
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for any f € C;/(W) and Borel set B C W
BIf o TIAsl1s] = B[fN(w, B D)),

where N(w, BN D) is the cardinal of the set 77 {w}N BN D. With the help

of this result we can show that
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This result gives us a generalization of the degree theorem as well.
Préliminaires- Soit (W, H, 1) un espace de Wiener abstrait, si X est un es-
pace hilbertien séparable, nous noterons par D,x(X) (p > 1,k € Z)l’espace
de Sobolev de fonctionnelles de Wiener a valeurs dans X, k-fois differen-
tiables dans la direction de l’espace de Cameron-Martin, avec les dérivées
appartenant a l’espace LP(u), ou u représente la mesure de Wiener . Nous
notons par V la dérivée de Sobolev et par § son adjoint par rapport a pu,
appelé la divergence.
La proposition suivante étend et développe le Théoreme 6.1 de [4]:

Proposition 1 Soit F' : W — H une application mesurable telle que pour
tout h € H, p-p.s., on a

|F(w +R) = F(w)|a < c|hl,

ot 1 > ¢ > 0 est une constante. De plus supposons que la dérivée de F au
sens de distributions, VF, appartient a L™(pu, H ® H). Alors nous avons,
pour toute f € Cyp(W),

E[f o T|Ar|] = E[f].

Remarque 1 Notons que l’hypothése ci-dessus implique que F € LP(u, H)
pour tout p > 1 (c.f., [7, 8]).

Preuve: Soit (e;2 € N) C W* une base orthonormée de H et notons
par V, la tribu engendrée par les gaussiennes {éey,...,8e,}, 7, la projec-
tion orthogonale sur I'espace engendré par {e;,...,e,} et par P;,t > 0 le
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur W. En prenant F,, = E[r,P; /nF| Vo,
on réduit d’abord le probléme a un probléme en dimension finie. Comme
|VFn|e < ¢ < 1, al'aide de théoréme de point fixe (cf. [4])on construit
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Te,(w) = w—Gu(w), G, : W — H telle que Tg, 0 Tr, = T, 0T, = Idw. 1
est facile de voir que [|[VG,||o < 7=, donc un calcul simple donne ||[VG,||, <
= IV F||2||peo(u) o1t ||.||co est la norme forte d’opérateurs et ||.||; est la norme
Hilbert-Schmidt d’opérateurs sur H. De plus, en utilisant I'identité (cf., par
exemple [9])

(6F,) 0 Tg, = 8(F,0Tg,) — (FnoTg,,Gn)g —trace(VF, 0 Tg, . VG,),

on voit facilement que {E[|A,|log’ |A,|];7 € N} est borné, par conséquent
(An;n € N) est uniformément intégrable.|Q ED

Corollaire 1 Sous les hypothéses de la proposition, T est p.s. inversible et
nous avons

E[foT™] = E[f|Ag]],

ElfoT] = EU'E:T—H]’

pour toute f € Cyp(W).

Les applications H — C'

On dit qu’une application mesurable ¢ : W — X est H — C?, ou X est
un espace de Banach, si, presque surement, I’application h — @(w + h) est
Frchet differentiable sur ’espace de Cameron-Martin H. Soit F' : W — H
une application H — C! et soit D = {dety(Ig + VF) # 0}. Les résultats
ci-dessus s’étendent de la maniére suivante:

Théoréme 1 Soit F : W — H une application mesurable et H — C*.
Alors la multiplicité de T : W — W, définie par T(w) = w + F(w), sur
Pensemble D, i.e., le cardinal |T"'{w} N D|, noté N(w,D), est au plus
infini-dénombrable et nous avons, pour tout f € C;f (W) et B C W bore-
lien de mesure positive

E[f o T 15|As|] = E[f N(w, B n D)].

Preuve: D’apres [4], il existe une partition dénombrable (Cy;a € N) de D
telle que, sur chaque C,, T se décompose comme

T(w) = (Iw — ha) o (Iw — F’a) o (Iw — Ka)(w)
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ou h, € H, F, satisfait & '’hypothése de la proposition 1 et K, est un
opérateur de W dans W*, de rang fini, tel que Iy — K,est inversible sur
H. Alors, en combinant ceci avec la proposition 1, nous avons pour toute

f e CFw),
E[foT 1|Ar|] = E[Y_f o Talpnpnc.|AR.|]
= B[} foTalpapnc, o Ty o Ta|AR,|]
= E[> f 1r,(BnDrcy)]

= E]Y f lr(Brpnc.)]
= E[f|IT"{w}nBn D]
— E[f N(w,Bn D).

|IQED

Remarque 2 Ici les espérances peuvent prendre la valeur +oco, de plus, si

E[|Ar|] < 400, alors E[|T~{w} N D|] < co.

Remarque 3 En fait le résultat du théoréme implique, grace au Théoréme
d’Egoroff, que limage de la restriction de p a D, notée p|p, est absolument
continue par rapport a p.

Le corollaire ci-dessous donne une version symétrique de ’énoncé du théoréme:
Corollaire 2 Sous les hypothéses du théréme, nous avons, pour toutes f, g €
Gy (W),

E[foTgArll=E[f > g(y)].

yeT~{w}nD
Si F est H—C", nous pouvons calculer la densité de T*(u|p) par rapport
a u:
Proposition 2 Supposons que F' est H — C, alors nous avons:

dT™(p|p) 1
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La preuve découle de la méthode utilisée dans la démonstration du théoréme.
Nous pouvons donner aussi une extension du théoréme de dégré (c.f.
(3, 5, 10]) comme ci-dessous:

Théoréme 2 Soit F' : W +— H wune application mesurable et H — C'.
Supposons de plus que pour un v > 0 et r > (1 +v)/y, F € D,.(H),
Arp € L' (p) et que Ap(Ig + VF) v € L' (u, H) pour tout v € W*.
Alors nous avons presque surement

EArl= Y,  sign Ap(y).

veT~1{w}nD
Preuve: Les hypotheses d’intégrabilité impliquent que I'on ait (c.f. [3, 10])
E[f oT Ap] = E[f]E[AF],
pour toute f € Cy(W). La proprieté H — C* implique que I'on ait

E(foT Ar] = E[f(w) >,  signAr(y)],

yeT~1{w}nD

pout toute f € Cy(W). En comparant les deux égalités, on obtient le
théoréme. ||QED
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