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N = ������ �� ����
���
D(0, t) = �������� �
����
τi = ���
��� ���� �� ����
�� i
Qi(t) = ���� �����
� ���
��� ����
������ �� ����
�� i
Si(t) = 1−Qi(t) = ���� �����
� ���	�	
� ����
������ �� ����
�� i
Ai = ������
� �������� �� ����
�� i
Ri = ����	��� �
�� �� ����
�� i
L(t) = �����
��	� ���� �� ��������� ������
� 
� ���� t
a = ��
���� 
��
������ �����
d = ��
���� ���
������ �����
La,d(t) = �����
��	� ���� �� ��
���� 
� ���� t
ELa,d(t) =  ������� �����
��	� ���� �� ��
���� ������
� 
� ���� t

�� ��
�� !���� ���� ��
� !� �
� ������� ��� ���
� ��������� ���� 
�

L(t) =

N∑
i=1

(1−Ri)AiI{τi<t}, "#�$%

!���� I{τi<t} �� ��� �����
��� ��������� ��� ���� (1−Ri) �� ����� �
���� ���� �����
	�
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� ���	� 
�� ��������� ��� ��
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� Ai ���� �� ��� �
�� �� 
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� �� ������� ����������� �� �����
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�� �� �'�
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��� 
�� �'�
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���������� �
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��� ���� ��
�� �� !�� ���
������ ����� �	��� ���
��� ������� �� ��� �
�� 
����� ��
����� ��� �����
��	� ���� �
� ��! �� ��������� 
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 ��
����� �� ��� ���
� ���������
������
�.

L(t) =
1

N
(1−R)

N∑
i=1

I{τi<t}. "#�#%

�� ���� ������
 ��� ���� 
����� �
� ���� �
�� �� ��� 	
���� k(1−R)
N

, k = 0, 1...N �
�� �� �
�� �� ��� ��
� ��� ���� ������������ 
�� ��� ������������ �� ��� ������ ��
���
���� ������� πk(t)� ��! ������ ����
�
�
���� ��
� ��

P

(
L(t) =

k(1−R)

N

)
= P

(
N∑

i=1

I{τi<t} = k

)
= πk(t). "#�/%

(� �
� �� 	��!�� �� ��� ��
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La,d(t) =

⎧⎨⎩
0 , L(t) ≤ a
L(t)− a , a ≤ L(t) ≤ d
d− a , L(t) ≥ d.
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ELa,d(t) = E [La,d(t)]

=
1

d− a

N∑
k=1

max {min(L(t), d)− a, 0} P

(
L(t) =

k(1− R)

N

)

=
1

d− a

N∑
k=1

max {min(L(t), d)− a, 0} πk(t), #��$%

"���� "� ���
���� !� 
�� 
��� 1
d−a
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PL =
tn∑

i=1

Sa,d Δti D(0, ti) [1−ELa,d(ti)] ,

����� Δti = ti − ti−1 ���	��� ��� �
����� ����
����� Sa,d ��� ��
���� ������

������
�� D(0, ti) ��� ����	
�� �
��	�� 
�� ��� ���� 1 − ELa,d(ti) ��� ���
�����
��
���	� 	� ��
���� �	��	�
� ����� �����
�� 
�� �������� 	�� �����
���� ��� ���
�

�� ��� ��������� ��� �������� ����	
���� �
�� �	�� 	� ��� �
������ �
�� �� ���
��	�����	� ������ �� ��� ����� 	� ���

��� ���� 
�������  �!"#

DL =

∫ T

0

D(0, t) dELa,d(t) ≈
tn×k∑
i=1

D(0, ti−1) [ELa,d(ti)−ELa,d(ti−1)] .
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 %&' �� �
�� ��
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� ��� ���� 	� �������	� ��� �	���
�� �
� (��	
�
�
�� $��� 
�	
��� �	 ��		���� 
 ����
� S �
�� ��
� PL(S)−DL = 0� �����

Sfair
a,d =

∑tn×k
i=1 D(0, ti−1) [ELa,d(ti)−ELa,d(ti−1)]∑tn

i=1 Δti D(0, ti) [1− ELa,d(ti)]
.
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��� ��� �	���� 	� ��� ��
��� ����� �������� 
� 
���	�� �
����� 
�� 
 �����+���
+��� �
����� ����
�� ,� ���� �
��� ��� �
�� �����
� �� ��� 
���	�� �
����� ��
�
�
��� ��� �
�
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�� (��	� $�� 
���	��
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����� �� 
�
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�� ��

��

Upfair
0,d =

tn×k∑
i=1

D(0, ti−1) [EL0,d(ti)− EL0,d(ti−1)]−Sfix
0,d

tn∑
i=1

Δti D(0, ti) [1−EL0,d(ti)] .
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�% &'�� �� �������� ��� �������� 
������
���� ���������% �( ����� �� � ������������� )������ �������	 *� ���� ��� �������
��� ������������ ���$�����
 ����
����� ��� ��� �� ����� ��
 +��� ��������� �� �
���
�� ���$ ������� ����% ��� ������ ��� ���� ���� �� �� � �������( ���
 ��������
�	 ����� �� ����� �� ��� ���$ �( ���,������� ����
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�� ��� ������ �������� τ �� � �������� ���� ���� ���� �� ���������
���� ������������ �������� F (t)� ������ ���� F (t) < 1 ��� ��� t� ��� ���� F (t) ���
������	 f(t)� ��� �������� ���� ! f(t)/ (1− F (t)) �� ������ ��� ��"��� ���� �� τ �

8�� ��9��
 ���� h(t) ��� �� ����������
 �� ��� ������������� ������ �� 
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 �	 ���	 ��	 �������
�� ����������	 
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 � �������
��
���� ������
����	�� �
���

 ���� �������

���	� N(0) = 0 ���
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�����
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� ����������� ��� 
���
��

P [N(T )−N(t) = n] =
1

n!

(∫ T

t

λ(s) ds

)n

exp

{
−
∫ T

t

λ(s) ds

}
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�����	
	��

���

�
 ����	

� �	 �	� ��	 
������� �����������	
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 � ��
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P [N(T )−N(0) = 0] = exp
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−
∫ T

0

λ(s) ds

}
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Δti D(0, ti) S(ti) = (1−R)

∫ T

0

D(0, t) dQ(t). ���� 

!�
�� �� �
� 


�����
�� ��� ������
� �� 
 ���� ����� 
 ������� ��������"
���� ��
��#������� 
����
�� 
�������� �� $%&
�� ' (������� ��))* � +��� ��
� ��� ����
�� ��� ���� �
�� ���� ����� �� �����
�� ��� �
��
� � ����� �� �
���� ����� ���	�
�


�� �� ��� �
����
� 
������ �
��� �� ��� 
��������� ���� (�� ���� 
����
�����
�������� �
�� 
�� 
 ,��� �������� �
�� 
�� ��
� ��� �
"
�� �
�� ���� ���������
�� ������ 
�������� -
�� 
�������� ����
� �� 
 ������� �� ��� ���� .��� ��� ��������
�
������� /01 �����
��� �� ��2����� �
��������� �������� 3� *� 4� � 
�� 3) ��
��� ���

����
���� �� 
 
�������� -
� �
"
�� �
���� �� �
� ����� ��� ��� �
"
�� �
��� �� 
�
����
���� �
������ 5�� ti 
�� tn ������ i

12

�� n

12
���
�������� 
�� Si ��� �
��
� �� ���

/01 ���� �
������ i ��
��� � (��� ��� ,��� ��� �
"
�� �
��� ����� ��� ���������

���������

• 1�� T63� ������ 
�� ��
�� ��� �
��
� ��� �
������ 37 �� ���� � 
���� ����
�������� �
����� 
�� �������� �
���

• 8�� 
 �������
� ���� ,����� 
�������� �� ���
�� λ0,1� (�
� ��� ,�� λ0,1 ����
��
�

12∑
i=1
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S(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
exp{−λ0,1 t} , 0 < t ≤ 1
exp{−λ0,1 − λ1,3(t− 1)} , 1 < t ≤ 3
exp{−λ0,1 − 2λ1,3 − λ3,5(t− 3)} , 3 < t ≤ 5
exp{−λ0,1 − 2λ1,3 − 2λ3,5 − λ5,7(t− 5)} , 5 < t ≤ 7
exp{−λ0,1 − 2λ1,3 − 2λ3,5 − 2λ5,7 − λ7,10(t− 7)} , t > 7.
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∫ Φ−1(u1)
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· · ·

∫ Φ−1(ud)
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X1 ≤ Φ−1 [Q1(t)] , . . . , Xd ≤ Φ−1 [Qd(t)]
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√
1− a2

1Z1 ≤ Φ−1 [Q1(t)] , . . . , adY +
√

1− a2
dZd ≤ Φ−1 [Qd(t)]
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1
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Φ
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P (τ1 < t, ...., τd < t) =

∫ ∞

−∞

d∏
i=1

Φ

(
Φ−1 (Qi(t))− aiy√
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)
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P (# 
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(
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k
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�� t
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∏N
i=1 Si(t|Y )
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j1<···<jk

ωj1 · · ·ωjk
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ωi =
1− Si(t|Y )

Si(t|Y )
=

pi(t|Y )

Si(t|Y )
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π(k) =

∫ ∞

−∞
π(k|Y )φ(y)dy. ����3!
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 ��� ���� ���

�
 ��
� ���#� �
 ��� ��*�����
 ���*���� ��� ��*�����
 �� � ��
����� ���� ������
����� ���� � ������	�	
 ���� ������ ����� 

&
���� �� �� �%,,$� ��������� � 
�� �� ���������
 ��� ��� ���
����� �� �� �����

�������� ��� � ����
����� ������ -� ��
���� ��� ������� ����.

����
�� �	
	� �&/-�	 ��� � �� � ����	
�
�� ����

� ��� 	����	� ����

�� ������ ≤ �� ��

�� ������ �
∏

i pi,i� ��

�� ����� ��� 	����	 
 ��� � 	��� ���� � 
	 ����		
��� ���� 
� ��� pi,j���

���� ����� ���	 ��� �

	� �� �
��� ��������� ��� ��

0���	���
 ��� ����������� ��� ��� ����	�� �� ��� ���
���� ������
 �� ��*��
�! %�� #� 
�� ���	�
 �� , $12! ��� ��� ����������� ��� , $�%1 ��� ��� ����	��� 
� ����
�� ��� *� �� ������� ! $ " ���
 ��� ����� 3�#����� *� 4��� �� #� �� ��� ���� ��
����� 
��������� 
���� #� �*
���� ���� p1,3 > 0 (Aaa → A) ��� p3,4 > 0 (A → Baa)�
*	� p1,4 = 0 (Aaa → Baa) -� ��� ���� �� ��� �� ����������� 
�������� Q̃ 
	��

���� P ≈ eQ̃ 5��� &/- ��� 67� ������� 
	

�
����
 �
 �� ��# �� ����	�� ��
������������� -� 
	�����+� 
��� ��
	��
 ���� &/- ���� � �������� ��
� 
�����
�� ���
 ���� �� 5�	�� 8 7	�
�� �%,,1� ��� ����� �
 ��	�� �� &/-.
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������� ��	�
 ������ ��	� �� � �������	
 ������ � �
 
������� ����	
�� �	��
�
��

��� pi,i > 1
2
�	� ����� �� ���
 ��� �	������

�	


Q̃n =
n∑

k=1

(−1)k+1 (P − I)k

k
n ∈ N �
��	

�	
�����
 �	 � ������ Q̃ 
���
���
�

��
∑

j q̃ij �	� ����� �

�� eQ̃��

��� �	
�����
�� Q̃n → Q �
 ��	���������� ��
��

��
 �����
� ���� ���� �
����� �� ���� ��
 ������ Q̃ �� ��� �������

� �� ���

�����
�����
 ����������� 
����
�� ���� ���
� � �����
� �� ���� ���
� ��� �
���!
����� t > 0� Pt = etQ̃ ���� ���� ���
 �
�����
 ����������� 
����
�� ��� � �
���
���� Pt �� ��� � ����
� "��#�� ���������� ������� $%& ���
 ���� ��
�
 
����
� ����
������! �
 '���
 ����� ��� ������
 ��  ���
 � ��
 �����
� �! �
��� ��� ��
 �
�����

����������� 
����
� ���� (
��� ��� ���������
 ��
 �
�����
 ���� ����� ��
 ���� �) ��

�
�
����� ������ �������������! �� ��
�� �������
 ����
�� *� �� $%& �
�

Gi = |q̃ii|+
∑
j �=i

max(q̃ij, 0); Bi =
∑
j �=i

max(−q̃ij , 0) �
�+	

�
 ��
 ,����, ��� ,���, ������ )�� 
� � ��� i� ��� ��
� �
�

qij =

⎧⎨⎩
0, i �= j ��� q̃ij < 0

q̃ij − Bi|q̃ij |/Gi, ���
����
 �) Gi > 0
q̃ij, ���
����
 �) Gi = 0.

�
�-	

��
 ��.����
�� �������

� ���� Q̃ �� � ����� �
�
������ /�� �����������
 ������
� �

���� ��
 �
���� �) ��
 ����
�������� Q̃ ��� Q̃IRW ���
 ��.���
� �
�
�����	 �� ����


�
�

*����
� �
���� �) ��������� �� ����������
 �
�
����� )�� ��
 ���������� ���
���� ���
� �� ���
� �� 01�� ��
! ������ �� ����������
 �
�
����� �! �������� ����
��
�
 �� �
�
� ���
 ���� ��
 ���������� �
� !
��� ��� ���
 ��
 )�������� �
����������2

qii = log pii; qij = pij
log(pii)

pii − 1
(i �= j), �
�3	

��
�
 �
 �� ����
� 
� ����
� ��
 �����
� �) �
�����
 ����������� 
�
�
���� ��

����) �� )���� �� 01��

*� ������ �
 �
� ��
 ��
�!
�� ���������� ������ �!  �������� ��
 ������

����
����� �) ��
 �
�
������� P̃IRW ��� P̃JLT ��
 �����
� �� � �
 ���� �������
&��� ��� �������
 ��������� �� ��
 
��
����� �����
�� �� �� ������� �� ��# ��� �
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Q̃ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−0.14510 0.14744 −0.00325 −0.00031 0.00133 −0.00009 −0.00000 −0.00000

0.01418 −0.12358 0.10786 0.00195 −0.00038 −0.00004 0.00000 0.00000
0.00088 0.04484 −0.12530 0.07586 0.00394 0.00023 −0.00044 −0.00002

−0.00008 0.00382 0.10170 −0.19781 0.06663 0.01647 0.00893 0.00030
0.00000 −0.00053 0.00598 0.14249 −0.32478 0.16270 0.00580 0.00831
0.00000 −0.00076 0.00771 −0.00266 0.11616 −0.29917 0.14510 0.03362

−0.00007 0.00929 0.00013 −0.00026 −0.00152 0.22216 −0.55987 0.33015
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

Q̃IRW =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−0.14692 0.14560 0.00000 0.00000 0.00132 0.00000 0.00000 0.00000

0.01416 −0.12380 0.10767 0.00196 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00088 0.04476 −0.12554 0.07572 0.00394 0.00024 0.00000 0.00000
0.00000 0.00383 0.10169 −0.19786 0.06663 0.01647 0.00894 0.00031
0.00000 0.00000 0.00598 0.14238 −0.32505 0.16257 0.00580 0.00831
0.00000 0.00000 0.00767 0.00000 0.11550 −0.30088 0.14428 0.03343
0.00000 0.00928 0.00013 0.00000 0.00000 0.22180 −0.56081 0.32960
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
����� ���� 	�
����
� 
����
�� �� �
������
��

��
��� �
� ���
 ����������
��
���

P̃IRW =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0.864261 0.127321 0.006888 0.000369 0.001062 0.000086 0.000008 0.000007
0.012427 0.886602 0.095370 0.005201 0.000313 0.000059 0.000022 0.000006
0.001049 0.039794 0.887505 0.064929 0.005244 0.001083 0.000317 0.000080
0.000071 0.005278 0.087246 0.827527 0.052557 0.017854 0.007366 0.002100
0.000009 0.000476 0.011176 0.110551 0.733023 0.121426 0.012213 0.011127
0.000008 0.000646 0.006783 0.006531 0.085312 0.758077 0.095101 0.047542
0.000051 0.006697 0.001127 0.000469 0.008685 0.145821 0.580785 0.256365
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

P̃JLT =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0.866646 0.121586 0.010099 0.000659 0.000919 0.000072 0.000010 0.000009
0.011650 0.889548 0.090405 0.007786 0.000432 0.000132 0.000030 0.000016
0.001225 0.037850 0.892566 0.059740 0.006212 0.001888 0.000325 0.000194
0.000087 0.006758 0.083019 0.833433 0.046211 0.019475 0.006848 0.004170
0.000011 0.000675 0.016039 0.101307 0.741447 0.108276 0.015168 0.017076
0.000006 0.000521 0.007271 0.009212 0.074221 0.772068 0.073958 0.062742
0.000045 0.006290 0.002030 0.001173 0.013045 0.127469 0.588116 0.261832
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
����� ���� ��� ���
����

 ������ 
����
�� �� ���
� ����
������

� �� �
� !"�
#
� ��� ��
����
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� �� ��� ���� ����
������

� �� ������� ���
� � �����
$� ������� ��$� �� ���
L1�

�� 
# P − exp(Q̃) �
 ��� %��$� �����
$� 
# ��� �%
 �� ��������� &
�����
� ���
��� 
# ��� ���
���� '���� 
# ��� ��(���
$�� ���%��
 ��� ������$�� ������ �
� ���
����
������

�� %� 
����
 �
 ��� �%
 $����



��[P − exp(Q̃IRW )] = 0.01822539; 

��[P − exp(Q̃JLT )] = 0.2138069,

%��$� $������ #�'
�� ��� �� ����
�� )� ��
%
 �
 *����� ��+� ���
� ��� �
�
���

�
�� $

��
�
�� ���� ,��-
' $���
� %� ��'� ��� ��� ��������$����� 
# ��#���� #
�

�� ����
� $����
����� ,������

 �
 
���� ������ $
��� ���
 �� �
 ���
���
�� ��� �
��
$��� .
% &/01� ��'� %����#��� ����$����� ��������� �� ����
� �$��

�� ��'����
� $���
.
% �
 ��� $��� 
# �
%
����� ��$�
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� ����� 
� "#�� ����� ��� �����
��� 
� ��
��� �� �
��� �
����

���
�� �������������� 
� ����� �� ��
�� ����� 
�� ���� ���
���� ��� ������ ����

� ��
� ����
� 
� 
� ����
�
� ��������� ����� 
� $���� % #�����  �&&'!� 
�� ���� ��
���� �� �
��� �
����
�
� ���
��� ����
�
�
�
���

��� 
�(�������� ���� �� ��� �����
���� 
� �
���	 ��
�
�� ��� ���� �� ��� �
��
��
$	 )�*�
�
�� ��+��� �� ��� ��
� ��
�
�� ��� ���� ��������� ��� �������
�� �� ���
�����
���� ,� �
� 
��
��� ��
� �	 ��
�
��	 �����
�� 
 �

���
� �
��
� �� ����
��	
��� �����
��� �
��� -���
��	 ��� Ψ(t) ������ ��� �

���
� �
��
� �
�� ��������

ψii(t) = tφαi,βi
(t), (i = 1, ....8, t ≥ 0)  ��+&!

�����

φij(t) =

{
0 , 
� i �= j

φαi,βi
(t) 
� i = j

 ��++!


�� ��� �����
�� φα,β(t) 
� ��*��� 
�

φα,β : [0,∞)→ [0,∞), t→ φα,β(t) =
(1− e−αt)tβ−1

1− e−α
 ��+�!

��� �������
�
�� �����
��� α 
�� β� .
��� �� 
�� 
��������� 
� �
���
�� ��������
���
��� ���/����
��� ��� ������� 
������ �� �����
�� ������� �� αi0� 
�� βi0� � ����
��
� ��� ���
��� ����
�� 1
�23 �� ��� t�	�
� ��
��
�
�� �
��
� �
����� ��� t�	�
� ���
������ ���
��� ���/����
�� 
� ������	 
� ����
���� �� 
 �����
�� �� ���
�
4�� �� �
��
������ �
���	 �� �
�
�
4� ��� ��� �� ����� �/�
��� ���

�
���� �� 
� ��
����
�� ��� ������� -
���� ��� ����� ��� �
����
�
� ���
��� ���/����
�� ��� 5����� 
� 
�
6���	7�  �&&8! 
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�� ��� �
�� ����������� 
�� �
�� 
������������� �����
�
�
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��� ����
�
�
�
��� -
�
��	 �� �
� ��
�� ��� ��
� �� �
���
�
�� �������
�
�
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�� ��
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���� �	 ��
�
4
�� ��� �����
 ��
������ 
�� 6
���� ��

� �����	� ,�
��� ��� �
�� ��
� 
� 
 ����
����� �
�� 6
���� ��

�� ��� ��
��
�
�� �
��
� ���� �
��

�����
� 1&��3 �
� �� ��
���� 
�

P (0, t) = P (0, t− 1)P (t− 1, t)  ��+�!
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 ��
����� �� ����� ����� ��������� 
� ��� �����
�	��
���� �� ��� �
��	� ����� ��
� 	�

ah1 =
[
0 , ph1(t− 1, t)

]
ah2 =

(
ph1(t− 1, t) ,

2∑
j=1

phj(t− 1, t)
]

ah3 =
( 2∑

j=1

phj(t− 1, t) ,
3∑

j=1

phj(t− 1, t)
]

ah4 =
( 3∑

j=1

phj(t− 1, t) ,

4∑
j=1

phj(t− 1, t)
]

ah5 =
( 4∑

j=1

phj(t− 1, t) ,

5∑
j=1

phj(t− 1, t)
]

ah6 =
( 5∑

j=1

phj(t− 1, t) ,
6∑

j=1

phj(t− 1, t)
]

ah7 =
( 6∑

j=1

phj(t− 1, t) ,

7∑
j=1

phj(t− 1, t)
]

ah8 =
( 6∑

j=1

phj(t− 1, t) , 1
]
, ������
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 �
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	 ���� �������� La,d(t) 
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��	 ��� ������ ��
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n∑
i=1

D(0, ξi−1) [La,d(ti)− La,d(ti−1)] ��� !
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	 ��� �	�
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 ���$	� I �� max(ti+1 − ti) → 0�
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[
tn×k∑
i=1

D(0, ti−1) (La,d(ti)− La,d(ti−1))

]

=
tn×k∑
i=1

D(0, ti−1) [ELa,d(ti)−ELa,d(ti−1)] ���'!
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h(t) = lim
Δt→0

P [τ ≤ t + Δt|τ > t]

Δt
�����

= lim
Δt→0

P [t < τ ≤ t + Δt]

Δt P [τ > t]

� ����� �����

= lim
Δt→0

∫ t+Δt

t
f(s)ds

Δt
∫∞

t
f(s)ds

=
∂
∂t

F (t)

1− F (t)
= − ∂

∂t
log (1− F (t)) . �����

�� �	���� ��� !"#� $�  ��

F (t) = 1− exp

(
−
∫ t

0

h(s) ds

)
���%�
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f(t) = h(t) exp

(
−
∫ t

0

h(s) ds

)
���&�
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E(Xi) = E(aiY +
√

1− a2
i Zi) = 0, 
�'���� Y, Zi i.i.d N(0, 1) ���(�

V��(Xi) = a2
i V��(Y ) + (1− a2

i )V��(Zi) = 1. ���)*�

+��'� ��'� Xi ���� ���� ������'�� ��� '	�������	� ��  ���� 
�

C	�(Xi, Xj) = aiajV��(Y ) + ai

√
1− a2

j C	�(Y, Zj)

+ aj

√
1− a2

i C	�(Zi, Y ) +
√

1− a2
i

√
1− a2

j C	�(Zi, Zj)

= aiaj = ρij . ���))�
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