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Sammendrag

Gauss-Bonnets teorem relaterer den geometriske strukturen til en �ate til
dens eulerkarakteristikk, en topologisk invariant. Dette teoremet forutsetter
at �aten ikke inneholder noen singulariteter. I denne oppgaven vil vi bevise
et Gauss-Bonnet-teorem for noen singulær �ater. Først vil vi gjøre dette for
to-dimensjonale orbifoldigheter, �ater som er lokalt homeomorfe med R2/G
for en endelig gruppe G som virker på R2. Deretter vil vi formulere og bevise
et Gauss-Bonnet-teorem for singulære �ater i R3 hvor formelen inneholder
korreksjonsledd som avhenger av singularitetene.
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Introduksjon

Geometri er en retning innen matematikken med lang tradisjon. For mer
enn 2000 år siden skrev Euklid �Elementene�. Dette verket var selve standard-
verket innen geometri helt fram til 1800-tallet. I dette verket introduserte
Euklid den aksiomatiske metoden; man bygger opp geometrien ved å utlede
teoremer fra noen grunnleggende setninger kalt aksiomer. Fra Euklids tid og
fram til 1800-tallet mente man at denne euklidske geometrien beskrev ver-
den slik den faktisk var.1 Dette synet på geometri lyktes �ere matematikere
(Lobachevski, Bolyai og Gauss) i det nittende århudre å løsrive seg fra, og
i denne perioden innså man at man kunne konstruere andre geometrier enn
den euklidske. Helt siden Euklids dager ble parallellaksiomet (et av aksio-
mene i den euklidske geometrien) ansett som mindre opplagt enn de andre
aksiomene. På 1800-tallet lyktes man i å konstruere geometrier der paral-
lellaksiomet ble erstattet av andre aksiomer. Den første av disse modellene
ble konstruert av Beltrami i 1868 og �kk senere navnet hyperbolsk geometri.2

Et annet eksempel på en ikke-euklidsk geometri er den sfæriske geometrien,
og samlet utgjør den sfæriske, den euklidske og den hyperbolske geometrien
de tre klassiske geometriske strukturene.

Men historien stopper ikke der. Disse tre strukturene er homogene, dvs
de ser �like� ut i den forstand at omegner om to punkter kan avbildes på
hverandre ved lokale kongruenser.3 Mange �ater har imidlertid ikke denne
egenskapen. Slike �ater kan utstyres med en geometrisk struktur som varie-
rer kontinuerlig over �aten. Denne geometrien er innkodet i den riemannske

metrikken. Gitt en riemannsk metrikk kan man beregne gausskrummingen

i hvert punkt på en �ate og den geodetiske krummingen til kurver på �a-
ten. På mange �ater vil gausskrummingen variere kontiuerlig, mens de tre
klassiske geometriene kjennetegnes ved at gausskrummingen er konstant.4 I
di�erensialgeometrien studerer man �ater (eller rom av høyere dimensjoner)
med en riemannsk metrikk. Denne geometrien er altså langt mer generell enn
de klassiske geometriske strukturene.

Gauss-Bonnets teorem er en formel som relaterer den geometriske struk-
turen (krumming, geodetisk krumming, vinkler) til en topologisk invariant
(eulerkarakteristikken).5 Teoremet forutsetter imidlertid at �aten ikke inne-
holder noen singulariteter. I denne oppgaven skal vi se at et tilsvarende
teorem kan formuleres og bevises også for singulære �ater. Først skal vi ta

1[Jahren 2011, s. 11]
2[Jahren 2011, s.11-12]
3[Jahren 2011, s. 103]
4[Jahren 2011, s. 155]
5[Jahren 2011, s. 158]
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for oss orbifoldigheter (eng. orbifolds).6 Disse kjennetegnes ved at en omegn
om ethvert punkt er homeomorft med Rn/G hvor G er en endelig gruppe
som virker e�ektivt på Rn. Deretter skal vi se på singulære �ater i R3. Også
for slike �ater kan man formulere og bevise et Gauss-Bonnet-teorem hvor
formelen inneholder korreksjonsledd som avhenger av de singulære punkte-
ne.

I oppgavens første kapittel vil vi gi en presentasjon av noen av de mest
sentrale begrepene og resulatene i di�erensialgeometrien hvor hovedresulta-
tet er Gauss-Bonnets teorem. Kapittel 2 omhandler orbifoldigheter og av-
sluttes med et bevis for Gauss-Bonnets teorem for disse �atene. I kapittel 3
vil vi formulere og bevise et Gauss-Bonnet-teorem for singulære �ater i R3,
og i kapittel 4 vil vi anvende dette teoremet på noen slike singulære �ater.

For å lese oppgaven vil noe forkunnskaper innen topologi og di�erensial-
geometri selvsagt være en fordel, men den viktigste teorien vil bli presentert
underveis. Kapittelet om orbifoldigheter forutsetter litt kjennskap til gruppe-
teori.

6[Thurston 2002]
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1 Di�erensialgeometri

I dette kapitlet vil vi de�nere noen av de mest sentrale begrepene i dif-
ferensialgeometrien og presentere noen sentrale resultater. Det viktigste vil
være Gauss-Bonnets teorem (for ikke-singulære �ater) som vi skal ta ut-
gangspunkt i når vi senere skal bevise tilsvarende teoremer for singulære
�ater.

1.1 Litt grunnleggende teori

Vi begynner med å de�nere en �ate og dens di�erensiable struktur.7

De�nisjon 1.1.1. En �ate er et rom S slik at for hver p ∈ S �ns en avbild-
ning x : U → S fra en åpen mengde U ∈ R2 slik at p ∈ x(U) og x : U → x(U)
er en homeomor�. En slik avbildning x kaller vi en lokal parametrisering.

Siden en �ate kan parametriseres ved hjelp av �ere overlappende lokale
parametriseringer, trenger man koordinattransformasjoner for å bestemme
hva som skjer i overlappet.

De�nisjon 1.1.2. For to lokale parametriseringer x : U → S og y : V → S
er en koordinattransformasjon en avbildning y−1x : U ∩ x−1y(V ) → V ∩
y−1x(U). Et atlas er en samling lokale parametriseringer (xi, Ui) slik at
∪iUi = S. En di�erensiabel struktur på S er et maksimalt atlas slik at alle
koordinattransformasjonene er glatte.

For en �ate S med di�erensiabel struktur kan vi de�nere tangentplan8. La
S være en glatt �ate og la p ∈ S. En kurve gjennom p er en glatt avbildning
ω : J → S hvor J er et åpent intervall slik at 0 ∈ J og ω(0) = p. La Ωp være
mengden av alle slike kurver i p, velg en lokal parametrisering x : U → S
rundt p. Da er x−1ω en kurve gjennom x−1(p) ∈ R2, og (x−1ω)′(0) er en
vektor i R2. Vi kan nå de�nere en ekvivalensrelasjon ∼ på Ωp.

ω ∼ τ ⇔ (x−1 ◦ ω)′(0) = (x−1 ◦ τ)′(0).

Vi har nå følgende lemma:

Lemma 1.1.3.

1) Denne ekvivalensrelasjonen avhenger ikke av valg av lokal parametrisering
x.
La TpS være mengden av ekvivalensklasser.

7[Jahren 2011, s. 105]
8[Jahren 2011, s. 105]
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2) ω 7→ (x−1ω)′(0) induserer en bijeksjon TpS ≈ R2.
3) Bijeksjonen i 2) de�nerer en vektorromsstruktur på TpS som er uavhengig
av x.

For bevis, se [Jahren 2011, s. 106].

La x : U → S være en lokal parametrisering av en �ate S og la (u, v)
være koordinatene i U ∈ R2. Kurvene u 7→ x(u, v) og v 7→ x(u, v) kalles ko-
ordinatkurver, og xu og xv er tangentvektorer til disse kurvene. Disse utgjør
en basis for tangentplanet, og kryssproduktet av disse gir en normalvektor
til tangentplanet N = xu × xv. For en �ate S ∈ R3 er dette de partielle
deriverte av x mhp u og v.9

De�nisjon 1.1.4. TpS med vektorromsstrukturen gitt ved Lemma 1.1.3 kal-
les tangentplanet til S i p.

Det er verdt å merke seg at de�nisjonene ikke forutsetter at �atene er
embeddet i R3. I denne oppgaven vil vi se �ere eksempler på �ater hvor dette
ikke er tilfelle. Et eksempel på en �ate som ikke kan embeddes10 i R3 er det
projektive planet, P2. Orbifoldigheter er et annet eksempel på slike abstrakte
�ater.

De�nisjon 1.1.5. Dersom S er en �ate i R3 som også er en glatt �ate og
ι : S ⊂ R3 er inklusjonsavbildningen, kaller vi S en regulær �ate hvis jacobi-
determinanten til komposisjonen ι ◦x har rang 2 i hvert punkt for hver lokal
parametrisering x av S.

Man kan vise at en �ate S er regulær hvis og bare hvis den lokalt er på
formen {(x, y, z) ∈ R3 |F (x, y, z) = 0} for en glatt funksjon F med ∇F ̸= 0
på S. Sfærer er et eksempel på slike �ater11. Dersom det �nnes et punkt hvor
∇F = 0 har vi en singulær �ate. Et eksempel på det er kjeglen som kan skri-
ves som F (x, y, z) = x2+y2−z2. Den har ∇F = (2x, 2y,−2z),∇F (0, 0, 0) =
0 og dermed en singularitet i 0. Vi vil se �ere eksempler på slike �ater senere
i oppgaven.

Derivasjon av glatte funksjoner er de�nert som følger:

De�nisjon 1.1.6. La f : S → S′ være glatt, p ∈ S, q = f(p) og ω ∈ Ωp(S).
Da er f ◦ω ∈ Ωq(S

′). Den deriverte av f i p er avbildningen dfp : TpS → TqS
′

de�nert ved dfp(ω′(0)) = (fω)′(0).

9[Jahren 2011, s. 107f]
10[Spivak 2005, s. 11]
11[Jahren 2011, s. 107]
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Dette er velde�nert, den deriverte er en lineærtransformasjon, og kjernere-
gelen holder12.

I denne oppgaven vil vi både betrakte �ater som er orienterbare og �ater
som ikke er det. Vi har følgende de�nisjon:

De�nisjon 1.1.7. En �ate S er orienterbar hvis den har et di�erensiabelt
atlas slik at jacobideterminantene til koordinattransformasjonene er positive
overalt. En orientering av S er et valg av et slikt maksimalt atlas.

Vi kan nå innføre en riemannsk metrikk.

De�nisjon 1.1.8. En riemannsk metrikk på S er et valg av indreprodukt
på hvert tangentplan TpS som varierer glatt med p. Vi bruker notasjonen
⟨w1, w2⟩p for indreproduktet på TpS.

At indreproduktet varierer glatt, betyr følgende: For en lokal parametrisering
x : U → S er indreproduktet bestemt av verdien på basisen {xu, xv} dvs på
funksjonene

E = ⟨xu, xu⟩, F = ⟨xu, xv⟩ = ⟨xv, xu⟩ og G = ⟨xv, xv⟩,

og at indreproduktet er glatt betyr at disse funksjonene er glatte for alle
lokale parametriseringer. Hvis en �ate er utstyrt med en riemannsk metrikk,
sier vi at �aten har en riemannsk struktur og vi kaller den en riemannsk
�ate13.

En riemannsk metrikk gir en norm ∥wp∥ for en vektor wp ∈ TpS gitt ved
∥w∥2p = ⟨w,w⟩p. For en C1-kurve ω(t) = x(u(t), v(t)), t ∈ [a, b] og p = ω(t)
har vi

∥ω∥2p = E(p)(u′(t))2 + 2F (p)u′(t)v′(t) +G(p)(v′(t))2.

Dermed kan vi de�nere buelengden til en slik kurve ω mellom parameterver-
diene a og t ved

s(t) =

t∫
a

∥ω′(t)∥ω(t)dt.

Dette gir også formler for distanse og vinkler. Distansen mellom to punkter
p, q ∈ S er gitt ved

12[Jahren 2011, s. 108f]
13[Jahren 2011, s. 117]
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d(p, q) = inf{l(γ) | γ ∈ Ωp,q}
hvor l(γ) er buelengden til γ og Ωp,q er mengden av alle C1-kurver fra p til
q. Vinkler er de�nert ved

⟨α′(0), β′(0)⟩ = cosϕ ∥α′(0)∥∥β′(0)∥
hvor α(t) og β(t) er to glatte kurver slik at α(0) = β(0). Formelen gir en
entydig vinkel ϕ ∈ [0, π].14

Også en arealformel følger fra metrikken:

A(R) =

∫∫
Ω

√
EG− F 2dudv

der Ω er en region begrenset av glatte kurver.15

Vi skal nå snart de�nere krummingen til en �ate. Dette skal gjøres for
en �ate S ⊂ R3, men for å de�nere krumming også for abstrakte �ater (som
P2), trenger man avbildninger som bevarer den riemannske strukturen16.
Slike kalles isometrier. En isometri er en di�eomor� slik at følgende holder
for alle p ∈ S og v, w ∈ TpS:

⟨dfp(v), dfp(w)⟩f(p) = ⟨v, w⟩p.
Dersom dette er oppfylt uten at f er en di�eomor�, kaller vi f en lokal iso-

metri.

Et av de aller mest sentrale begrepene i di�erensialgeometrien er krum-

ming. Krumming kan de�neres på ulike måter. Vi skal de�nere gausskrum-

mingen. Dette skal vi gjøre for en regulær �ate S ⊂ R3, men den gjelder
også for abstrakte �ater som ikke er embeddet i R3 så lenge den er lokalt

isometrisk med en regulær �ate S.17

La S være en regulær �ate i R3, og la x : U → S ∈ R3 være en lokal
parametrisering. Da er en enhetsnormalvektor gitt ved

N =
xu × xv
∥xu × xv∥

.

En enhetsnormalvektor i motsatt retning �nner man ved å bytte om rekke-
følgen på xu og xv.

14[Jahren 2011, s. 118]
15[Jahren 2011, s. 119]
16[Jahren 2011, s. 132]
17[Jahren 2011, s. 132]
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Siden ∥N∥ = 1 kan vi tenke påN som en glatt avbildningN : x(U) → S2.
Denne kalles gaussavbildningen. Den deriverte til N er en lineærtransforma-
sjon, og den har dermed en determinant. Vi de�nerer gausskrummingen ved

K(p) = det(dNp).

Det er verdt å merke seg at K er uavhengig av valg av normalvektor.18

For en �ate S ⊂ R3 med en lokal parametrisering x : U → S om p, kan vi
tenke på xu og xv som de partiellderiverte til x. Vi kan også ta andre ordens
partiellderiverte xuu xuv og xvv. Dermed kan vi de�nere funksjonene

e = N · xuu, g = N · xvv og f = N · xuv.

Disse funksjonene gir oss et annet uttrykk for gausskrummingen:19

K =
eg − f2

EG− F 2
. (1)

Et av de viktigste teoremene i di�erensialgeometrien sier at denne krum-
mingen er uavhengig av den lokale parametriseringen (intrinsisk):

Teorem 1.1.9. (Theorema Egregium) Gausskrummingen er intrinsisk.

Dette teoremet er bevist hos [Jahren 2011, s.130− 131].

For en �ate med en riemannsk struktur ønsker vi noe som tilsvarer lin-
jene i euklidsk geometri. Disse ”linjene” vil vi kalle geodeter. Atter en gang
de�nerer vi dette for �ater i R3, men på grunn av lokale isometrier kan vi
overføre konseptet til abstrakte �ater. Linjene i euklidsk geometri kjenneteg-
nes ved at de aldri skifter retning. Denne egenskapen er utgangspunktet for
de�nisjonen av geodetene.

La β(t) være en kurve gjennom p ∈ R3 med derivert β′(t) og dobbeltde-
rivert β′′(t). La Dβ′′(t) være projeksjonen av β′′(t) på TpS.

De�nisjon 1.1.10. Den kovariant andrederiverte til β er gitt ved Dβ′′(t).
Kurven β er en geodet dersom β′(t) ̸= 0 og Dβ′′t er et multippel av β′(t) for
alle t.

I beregninger der den kovariant andrederiverte inngår, trenger man kur-
ver som er parametrisert på en spesiell måte:

18[Jahren 2011, s. 126]
19[Jahren 2011, s. 128]
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De�nisjon 1.1.11. La α være en kurve. Dersom α er parametrisert slik at
∥α′(s)∥ = 1 for alle s, sier vi at α er parametrisert ved buelengde. Kurver
som er slik at ds

dt er konstant (et multippel av buelengde), kalles geodeter med

konstant hastighet.

For slike kurver har vi følgende proposisjon:

Proposision 1.1.12. En kurve parametrisert ved α(t) er en geodet med
konstant hastighet hvis og bare hvis den kovariant andrederiverte er lik null,
dvs Dα′′(s) = 0.

Formeler for den kovariant andrederiverte �nner man uttrykt ved Chris-

to�elsymbolene. Se [Jahren 2011, s. 140-143] for mer om dette. En analog til
Theorema Egregium er følgende:

Teorem 1.1.13. Den kovariant andrederiverte er intrinsisk.

En observasjon som vil komme til nytte senere i oppgaven er at den kovari-
ant andrederiverte er uavhengig av retning.20 Det vil si at om vi erstatter en
kurve α(t) med en kurve β(t) = α(c− t) for en konstant c, har vi

Dβ′′(s) = Dα′′(c− s).

Geodeter vil spille en viktig rolle i forbindelse med parametrisering av
�ater. I den forbindelse trenger vi følgende proposisjon:

Proposisjon 1.1.14. Ethvert punkt på en riemannsk �ate S har en åpen
omegn V med følgende egenskap:

Det eksisterer positive tall ϵ og τ slik at for hver q ∈ V og w ∈ TpS med
∥w∥ < ϵ, �ns en entydig geodet med konstant hastighet γqw : (−τ, τ) → S
slik at

γqw(0) = q og γqw′(0) = w.

Dessuten avhenger γqw(t) glatt av q, w og t.

Dette bruker vi til å de�nere en eksponentialavbildning expp : Bp(ϵ) → S
ved

expp(w) = γpw(1).

De viktigste egenskapene til eksponentialavbildningen er følgende:

20[Jahren 2011, s. 142]
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Teorem 1.1.15. For hver p ∈ S �ns det en ϵ > 0 slik at
1) expp er en di�eomor� mellom Bp(ϵ) og en omegn om p.
2) Hvis ϵ er tilstrekkelig liten, kan to punkter i expp(Bp(ϵ)) forbindes med
en entydig geodet med lengde mindre enn 2ϵ.

Her er Bq(ϵ) = {w ∈ TpS | ∥w∥ < ϵ} hvor q ∈ V og ϵ > 0.

En omegn parametrisert ved eksponentialavbildningen kalles en normal om-
egn.

Vi vil nå innføre geodetiske polarkoordinater. La S være en �ate med
tangentplanet TpS i punktet p. Vi kan parametrisere tangentplanet ved hjelp
av polarkoordinater (r, θ). For en tilstrekkelig liten ϵ > 0 og et åpent intervall
J med lengde mindre eller lik 2π, vil avbildningen

x(r, θ) = expp(rα(θ)), (r, θ) ∈ (0, ϵ)× J

være en lokal parametrisering av S. Holder man henholdsvis r og θ fast, vil
expp(rα(θ)) parametrisere geodetiske sirkler og geodetiske radier.

Riemannske �ater med konstant krumming kan klassi�seres:21

Teorem 1.1.16. La S være en riemannsk �ate slik at gausskrummingen er
konstant. Da gjelder følgende:

• Hvis K = 0, er S lokalt isometrisk med det euklidske planet.

• Hvis K = 1/R2, er S lokalt isometrisk med en sfære med radius R.

• Hvis K = −1/ρ2, er S lokalt isometrisk med det hyperbolske planet
Dρ der Dρ er metrikken til D skalert med en konstant ρ.

Som kommentert innledningsvis i oppgaven betyr det at de tre klassiske
geometriske strukturene (euklidsk, sfærisk og hyperbolsk) er spesialtilfeller
av den mer generelle teorien vi omtaler i dette kapittelet. Også orbifolidghe-
tene vi skal behandle i neste kapittel kan utstyres med disse strukturene.

Vi er nødt til å de�nere linje- og �ateintegraler for riemannske �ater si-
den slike integraler vil inngå i Gauss-Bonnet-formelen:

De�nisjon 1.1.17. La f være en funksjon de�nert på en kurve C paramet-
risert ved en funksjon α : [a, b] → S med ∥α′(t)∥ ̸= 0 for alle t. Da er

21[Jahren 2011, s. 155]
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∫
C

fds =

b∫
a

f(α(t))
ds

dt
dt =

b∫
a

f(α(t))∥α′(t)∥α(t)dt.

Dette er uavhengig av parametriseringen, og for stykkevis glatte funksjo-
ner kan vi de�nere integralet som summen av integralene over de glatte
delkurvene.22

De�nisjon 1.1.18. La f være de�nert på en kompakt region R begrenset
av en stykkevis glatt kurve på en riemannsk �ate. Hvis R ⊂ x(U) for en
parametrisering x de�nerer vi∫∫

R

fdA =

∫∫
x−1(R)

f(x(u, v))
√
EG− F 2dudv.

Også dette er uavhengig av parametriseringen. Et område R som ikke er
inneholdt i en koordinatomegn kan deles opp i mindre biter som er det,
og integralet kan de�neres som summen av bitene, hvilket er uavhengig av
oppdelingen.23

Til sist vil vi de�nere den geodetiske krummingen til en kurve:

La S være en riemannsk �ate og anta α(s) er en regulær kurve paramet-
risert ved buelengde, med enhetstangentvektor T (s) = α′(s). For alle s har
α to valg av av enhetsnormalvektor nα(s) i α(s). Et kontinuerlig valg av en
av dem kalles en normal orientering av kurven.

De�nisjon 1.1.19. La α(s) være en normalt orientert kurve parametrisert
ved buelengde. Den geodetiske krummingen er de�nert som normalkompo-
nenten til Dα′′(t):

kg(s) = Dα′′s · nα(s). (2)

Valget av normal orientering påvirker kun fortegnet til kg. Den normale ori-
enteringen er naturlig de�nert i to situasjoner:

1) Dersom �aten S er orientert, velger vi normalvektor nα slik at vektorene
T (s), nα(s) gir en positivt orientert bais for Tα(s)S.

2) I den situasjonen vi skal se på, trenger ikke �aten være orientert, men
kurvene er regulære randkurver av regioner R ⊂ S. Da velger vi nα til å

22[Jahren 2011, s. 156]
23[Jahren 2011, s. 156]
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være enhetsnormalvektoren som peker inn i R.

Dersom R ⊂ S er som i punkt 2, vil de�nisjonene stemme overens dersom
∂R gjennomløpes rundt R mot klokka.

Hvis ∂R er en stykkevis glatt kurve, vil den i hvert ikke-glatt punkt
pi ∈ ∂R ha en indre vinkel ηi ∈ [0, 2π]. La ϵi = π − ηi ∈ [−π, π] i pi. For en
orientert �ate S der ∂R gjennomløpes mot klokka, er denne vinkelen posi-
tiv hvis vi dreier mot venstre i pi og negativ hvis vi dreier mot høyre. Hvis
ϵi = ±π, kaller vi pi en cusp.

Alt som har blitt skrevet så langt i dette kapittelet har omhandlet den
geometriske strukturen til �ater. Gauss-Bonnets teorem viser at det er en
sammenheng mellom den geometriske strukturen til en �ate og dens topolo-
giske egenskaper. Vi skal nå de�nere eulerkarakteristikken som er en topolo-
gisk invariant.

De�nisjon 1.1.20. La R ⊂ S være triangulert, og la T betegne antall
trekanter, E antall kanter og V antall hjørner i trianguleringen. Da har R
følgende eulerkarakteristikk:

χ(R) = T − E + V.

Dette er uavhengig av trianguleringen av R og er en homotopiinvariant.24

Nå har vi alt vi trenger for å se på Gauss-Bonnets teorem.

1.2 Gauss-Bonnets teorem

La R være en kompakt �ate med en rand ∂R bestående av et endelig
antall glatte kurver. Da gjelder følgende:

Teorem 1.2.1. (Gauss-Bonnet)∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds+
∑
k

ϵk = 2πχ(R).

Bevis. For et fullstendig bevis, se [Jahren 2011, s.159− 164]. Vi vil her gjen-
gi de hovedpunktene som er av særlig relevans med tanke på de modi�seringer
vi senere skal gjøre.

Man lar R være glatt triangulert, dvs R kan skrives som en union av
glatte, embeddede trekanter. Hver av disse er inneholdt i en normal omegn,

24[Hatcher 2001, s. 146]
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dvs en omegn parametrisert ved geodetiske polarkoordinater sentrert om et
punkt i det indre av en trekant. Det generelle tilfellet følger dersom man
kan bevise teoremet for hver slik trekant. Det gjøres på sidene 159-162 hos
[Jahren 2011].

For hver slik trekant gjelder:25∫∫
Rj

KdA+
∑
∂Rj

kgds = ηj1 − ηj2 − ηj3 − π.

Summerer man over alle Rj , får man∫∫
R

KdA+
∑
j

∫
∂Rjkgds =

∑
j,i

ηji − Tπ (3)

der T er det totale antall trekanter. La αji, i = 1, 2, 3 være de tre glatte
randkurvene til Rj der disse er normalt orientert i henhold til konvensjonen.
Kantene i det indre av R komme i par med motsatt normal orientering.
Dermed har den geodetiske krummingen motsatt tegn og samhørende ledd
kansellerer ved: ∑

j

∫
∂Rj

kgds =
∑
j,i

∫
αji

kgds.

Resterende kanter er i ∂R der man har∑
j

∫
∂Rj

kgds =
∑

αji⊂∂R

∫
αji

kgds =

∫
∂R

kgds.

Resten av beviset består i å analysere uttrykket på høyre side av likhets-
tegnet i ligning (3). Her gjengir vi uttrykkene slik de står i
[Jahren 2011, s.162− 163]. Disse uttrykkene er utgangspunkt for modi�ka-
sjonene vi senere skal gjøre.

Siden summen av vinklene ηji rundt et indre hjørne av R er 2π, vil den
totale vinkelsummen om alle slike hjørner bli 2π(V − V∂) der V og V∂ er
antall hjørner i hhv R og ∂R.

De resterende vinklene er indre vinkler på ∂R. De summeres opp til

V∂π −
∑
k

ϵk. (4)

La E være antall kanter i R og E∂ antall kanter i ∂R. Da er

25[Jahren 2011, s. 162]
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E∂ = V∂ . (5)

Siden hver trekant har tre kanter der indre kanter ligger i to kanter mens
randkanter kun ligger i en, har vi relasjonen

3T = 2E − E∂ . (6)

Setter man inn alt dette, får man

∑
j,i

ηji − Tπ = 2π(V − V∂) + V∂π −
∑
k

ϵk − Tπ

= 2πV − πV∂ − πT −
∑
k

ϵk

= 2πV − πE∂ − πT −
∑
k

ϵk

= 2πV − π(2E − 3T )− πT −
∑
k

ϵk

= 2πχ(R)−
∑
k

ϵk.

Setter man dette inn i (3), får man resultatet. Et kort argument26 viser at
teoremet gjelder også når det er cusper på randa. �

Når vi senere i oppgaven skal se på singulære �ater, må �ere av disse ut-
trykkene modi�seres. Flere trekanter enn to vil kunne møtes langs en kant.
Randa trenger ikke være så enkel at E∂ = V∂ . Vinkelsummen om punkter
i det indre av R vil også ha et noe mer komplisert uttrykk. Men alt dette
skal vi komme tilbake til. Nå vil vi se på en type abstrakte �ater hvor et
Gauss-Bonnet-teorem også viser seg å gjelde.

26[Jahren 2011, s. 163f]
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2 Orbifoldigheter

Mangfoldigheter er lokalt homeomorfe med Rn. Orbifoldigheter kjenne-
tegnes ved at de er lokalt homeomorfe med Rn/G der G er en endelig grup-
pe som virker på Rn. I dette kapittelet vil vi gi en presentasjon av de to-
dimensjonale orbifoldighetene og vise at Gauss-Bonnets teorem gjelder for
disse.

2.1 Grunnleggende trekk ved orbifoldigheter

Vi begynner med å de�nere en gruppevirkning:

De�nisjon 2.1.1. LaX være en mengde og la G være en gruppe. En gruppe-
virkning av G på X er en avbildning ∗ : G×X → X slik at

• ex = x for alle x ∈ X hvor e ∈ G er identitetselementet

• (g1g2)(x) = g1(g2(x)) for alle x ∈ X og alle g1, g2 ∈ G.

Hvis dette er oppfylt, kaller vi X en G-mengde og skriver Gy X.

Følgende de�nisjoner vil også inngå i de�nisjonen av en orbifoldighet:

De�nisjon 2.1.2. La Gy X og la x ∈ X. Gruppen Gx = {g ∈ G | gx = x}
kalles isotropigruppa. Dersom Gx = e for alle x ∈ X, kalles virkningen fri.

De�nisjon 2.1.3. La G y X, og la g ∈ G. Vi sier at G virker e�ektivt

dersom e ∈ G er det eneste elementet i G som er slik at gx = x for alle
x ∈ X.

De�nisjon 2.1.4. La G y X, og la G(x) = {gx ∈ X | g ∈ G}. G(x) kalles
orbiten til x. Dersom det kun er en orbit, kalles virkningen transitiv. Orbit-

rommet X/G er mengden av orbiter i X med kvotienttopologien.

De�nisjon 2.1.5. La G y X og la ψ : X → X/G være avbildningen som
sender hvert element i orbiten til x på x. Siden hvert element i X kun er
inneholdt i en orbit, er avbildningen velde�nert. Vi kaller denne orbitavbild-
ningen.

I forrige kapittel så vi at �ater kan utstyres med en di�erensiabel struk-
tur. En tilsvarende struktur �ns for orbifoldigheter. Den skal vi nå de�nere.
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De�nisjon 2.1.6. Et orbifoldighetkart på et romX er et 4-tuppel (Ũ , G, U, π)
der følgende gjelder:27

• U er en åpen delmengde av X.

• Ũ er en åpen delmengde av Rn.

• G er en endelig gruppe av di�eomor�er av Ũ der G er e�ektiv.

• π : Ũ → U er en avbildning som kan faktoriseres som π = π ◦ ψ der
ψ : Ũ → Ũ/G er orbitavbildningen og π : Ũ/G→ U er en di�eomor�.

La i = 1, 2 og anta (Ũi, Gi, Ui, πi) er orbifoldighetkart på X. Kartene er
kompatible dersom for et gitt punkt ũi ∈ Ũi med π1(ũ1) = π2(ũ2) eksisterer
en di�eomor� h fra en omegn om ũ1 i Ũ1 på en omegn om ũ2 i Ũ2 slik at
π1 = π2 ◦ h på omegnen.

La (Ũ , G, U, π) være et orbifoldighetkart. Vi kaller da U en lokal parametri-

sering.

Vi kan nå de�nere et atlas på X:

De�nisjon 2.1.7. Et orbifoldighetatlas på X er en kompatibel samling
{(Ũi, Gi, Ui, πi)}i∈I av orbifoldighetkart som dekker X.

Vi kan nå gi følgende de�nisjon av en orbifoldighet:

De�nisjon 2.1.8. En orbifoldighet O består av et underliggende topologisk
rom XO med et maksimalt atlas av orbifoldighetkart.28

Dersom parametriseringene Ui har dimensjon n, sier vi at O har dimen-
sjon n. I denne oppgaven skal vi konsentrere oss om orbifoldigheter med
dimensjon 2, men det �ns orbifoldigheter også for høyere dimensjoner29.

I de�nisjon 2.1.6 lot vi Ũ ⊂ Rn. Vi vil fra tid til annen la Ũ betegne en
mengde som er homeomorf med en slik åpen delmengde av Rn.

Et eksempel på en orbifoldighet er følgende:

Eksempel 2.1.9. La X = R2, og la Z3 være gruppa som virker på R2 ved
rotasjon på 2π/3 om origo. Da er R2/Z3 er en orbifoldighet med et singulært

27De�nisjonen er hentet fra [Davis 2008a]. Han krever at avbildningen π skal være en
homeomor�. Vi krever at den skal være en di�eomor� siden vi senere skal integrere på
orbifoldigheter.

28[Davis 2008a]
29Se f eks [Thurston 2002] for mer om dette.
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punkt i origo. Isotropigruppa til punktet i origo er Z3 siden dette punktet
er invariant under alle rotasjonene i Z3. For de resterende punktene i R2 er
isotropigruppa triviell siden identitetselementet i Z3 er det eneste elementet
som bevarer noen av disse punktene.

Mengden av singulære punkter på en orbifoldighet kalles en singulær lo-
kus. Denne de�nerer vi ved følgende:

De�nisjon 2.1.10. La p ∈ O, og la (Ũ , G, U, π) være et orbifoldighetkart
slik at p ∈ U . La e være identitetselementet til G og la x ∈ Ũ være slik at
π(x) = p. La Gp være isotropigruppa til x. Mengden

ΣO = {p |Gp ̸= {e}}

kalles den singulære lokusen til O.

En overdekning til en orbifoldighet er de�nert ved følgende:

De�nisjon 2.1.11. En overdekning av O er en orbifoldighet Õ med en pro-
jeksjon p : XÕ → XO slik at for enhver x ∈ XO, �ns en åpen omegn U om
x som er di�eomorf med Ũ/G (Ũ ⊂ Rn) og hver vi ∈ p−1(U) har en omegn
Ui ≈ Ũi/Gi der Ui ⊂ Rn og Gi ⊂ G.

De�nisjon 2.1.12. En god orbifoldighet er en orbifoldighet som har en over-
dekning som er en mangfoldighet. En dårlig orbifoldighet kan ikke dekkes av
en mangfoldighet.

2.2 Klassi�kasjonen av orbifoldigheter

To-dimensjonale orbifoldigheter kan klassi�seres utfra hva slags singula-
riteter de har. En endelig gruppe G som virker på R2 må være en endelig
undergruppe av O(2). Elementene i denne gruppa består av rotasjon om ori-
go, eventuelt med en re�eksjon.30 Derfor kan vi klassi�sere singularitetene
ved følgende teorem:

Teorem 2.2.1. Den singulære lokusen til en orbifoldighet O består av tre
typer punkter:
1) Speilingspunkter: Et slikt punkt har en omegn di�eomorf med R2/Z2 der
Z2 virker ved re�eksjon langs ei linje.
2) Kjeglepunkter: Et slikt punkt har en omegn di�eomorf med R2/Zn der
Zn virker ved rotasjon på 2π/n.
3) Re�ektorhjørner: Et slikt punkt har en omegn di�eomorf med R2/Dm der

30[Kaye 2007, s. 3]
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Dm er en dihedrale gruppen av orden 2m, dvs generert ved re�eksjon om to
linjer som møtes med en vinkel på π/m.

For bevis, se [Kaye 2007, s.3− 4].31

De�nisjon 2.2.2. La q ∈ O være et kjeglepunkt med en tilhørende gruppe
Zn som i punkt 2 i foregående teorem. Da lar vi ordenen til q være n (som
er ordenen til gruppa). La p ∈ O være et re�ektorpunkt med en tilhørende
gruppe Dm som i punkt 3 i foregående teorem. Da lar vi ordenen til p være
m (som er halvparten av ordenen til gruppa).

En to-dimensjonal orbifoldighet de�neres utfra dens underliggende topo-
logiske rom XO, og antall kjeglepunkter og hjørnere�ektorer der (n1, ..., nk;
m1, ...,ml) angir antall hjørnepunkter av orden n1, ..., nk og hjørnere�ektorer
av orden mi, ...,ml.32

I forrige kapittel så vi at vi kunne velge en riemannsk metrikk på en �ate
S der metrikken er et valg av indreprodukt på hvert tangentrom TpS. For
en lokal parametrisering x : U → S var indreproduktet bestemt av verdien
på basisen {xu, xv}, dvs ved funksjonene E, F og G.

Også orbifoldigheter kan utstyres med en riemannsk metrikk ved at man
velger et indreprodukt på hvert tangentrom (der dette eksisterer). I et ikke-
singulært område U på en orbifoldighet er dette uproblematisk. Nær de sin-
gulære punktene må vi ta ekstra hensyn.33

De�nisjon 2.2.3. La p ∈ O være et singulært punkt og la U være en lokal
parametrisering om p der π : Ũ/G ≈ U .
1) Hvis p er et kjeglepunkt, tilordner vi en metrikk på U\{p} ved følgende:
Velg en x ∈ Ũ slik at π(x) = p. La Ũ være utstyrt med en riemannsk met-
rikk som er invariant under G. Vi tilordner en metrikk på U\{p} ved å la
metrikken på U\{p} være lik metrikken på Ũ/G\{x} og skriver U = Ũ/G.
2) Hvis p er et re�ektorhjørne eller et speilingspunkt, tilordner vi en metrikk
på hele U ved å la Ũ være utstyrt med en riemannsk metrikk som er inva-
riant under G og la metrikken på U være lik metrikken på Ũ/G. Vi skriver
U = Ũ/G.

Valget av metrikk er velde�nert i begge tilfeller siden metrikken var invariant

31Dette teoremet slik det forekommer hos [Kaye 2007, s.3] sier at omegnene er home-
omorfe med R2/Zn etc. I vår de�nisjon av en orbifoldighet krever vi at slike omegner er
di�eomorfe med R2/Zn etc. Vi endrer derfor formuleringen i teoremet her. Denne endrin-
gen får ingen avgjørende konsekvenser for hvordan dette teoremet skal bevises.

32[Thurston 2002, s. 312]
33[Thurston 2002, s. 308]
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under G. Siden det singulære punktet på en kjegle ikke har noe tangentplan,
kan vi ikke de�nere noen metrikk i kjeglepunktene. At metrikken til Ũ er
invariant under gruppevirkningen vil være av stor betydning når vi senere
skal bevise Gauss-Bonnets teorem på orbifoldigheter.

Vi kan nå beregne krummingen i hvert punkt der det eksisterer et valg
av metrikk. Dersom en orbifoldighet har konstant krumming, sier vi at den
har en av de tre klassiske geometriske strukturene:34

De�nisjon 2.2.4. En orbifoldighet O har den geometriske strukturen til S2

(R2 eller H2) hvis for hver åpen mengde Ui ⊂ O, Ũi ⊂ S2 (R2 eller H2),
Gi ⊂ Isom(S2) (R2 eller H2) og Ui = Ũi/Gi for alle i.

I denne oppgaven vil vi forutsette at speilingslinjene oppstår ved at man spei-
ler langs geodetiske kurver uansett hva krummingen måtte være. Dersom O
har sfærisk struktur, speiles det om storsirkler på S2, og er O hyperbolsk,
speiles det om hyperbolske linjer. Vi vil videre anta at det underliggende
topologiske rommet til en orbifoldighet XO ikke har noen annen rand enn
slike speilingslinjer.

For en orbifoldighet vil vi de�nere eulertallet ved følgende:35

De�nisjon 2.2.5. Gitt en orbifoldighet O, hvis K er en CW-kompleks-
dekomposisjon av O slik at isotropigruppa assosiert med hvert punkt er
konstant på hver celle, da er eulertallet til O de�nert ved

χ(O) =
∑
∆

(−1)dim(∆) 1

|Γ∆|

der det summeres over alle cellene i K og |Γ∆| er ordenen til isotropigruppa
assosiert med cellen ∆.

Fra dette kan man utlede følgende formel:36

Teorem 2.2.6. (Riemann-Hurwitz-formelen) En 2-orbifoldighet med m re-
�ektorhjørner av orden 2pj , 1 ≤ j ≤ m og n kjeglepunkt av orden qi, 1 ≤ i ≤
n har eulertall

χ(O) = χ(XO)−
∑
i

(1− 1

qi
)− 1

2

∑
j

(1− 1

pj
)

34[Kaye 2007, s. 2]
35[Kaye 2007, s. 5]
36[Kaye 2007, s. 6]
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der χ(XO) er eulerkarakteristikken til det underliggende topologiske rommet
XO. Siden eulertallet kun avhenger av χ(XO) og ordenen til de singulære
punktene, er eulertallet uavhengig av valg av CW-kompleks-dekomposisjon
av O.

De to-dimensjonale orbifoldighetene kan nå klassi�seres ved følgende
teorem:37

Teorem 2.2.7. En lukket to-dimensjonal orbifoldighet har en sfærisk, euk-
lidsk eller hyperbolsk struktur38 hvis og bare hvis den er god. En orbifoldig-
het O har en hyperbolsk struktur hvis og bare hvis χ(O) < 0, og en euklidsk
struktur hvis og bare hvis χ(O) = 0. En orbifoldighet er sfærisk eller dårlig
hvis og bare hvis χ(O) > 0. De dårlige, sfæriske og euklidske orbifoldighetene
er følgende:

• Dårlige orbifoldigheter
- XO = S2 : (n), (n1, n2) med n1 < n2.
- XO = D2 : (;n), (;n1, n2) med n1 < n2.

• Sfæriske orbifoldigheter
- XO = S2 : (), (n, n), (2, 2, n), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5).
- XO = D2 : (; ), (;n, n), (; 2, 2, n), (; 2, 3, 3), (; 2, 3, 4), (; 2, 3, 5),
(n; ), (2;m), (3; 2).
- XO = P2 : (), (n).

• Euklidske orbifoldigheter
- XO = S2 : (2, 3, 6), (2, 4, 4), (3, 3, 3), (2, 2, 2, 2).
- XO = D2 : (; 2, 3, 6), (; 2, 4, 4), (; 3, 3, 3), (; 2, 2, 2, 2), (2; 2, 2),
(3; 3), (4; 2), (2, 2; ).
- XO = P2 : (2, 2).
- XO = T 2 : ().
- XO = Klein�asken: ().
- XO = Annulusen: (;).
- XO = Möbiusbåndet: (;).

Eksempel 2.2.8. La T ⊂ R2 være en euklidsk trekant med hjørner A i
(0,0), B i (1,0) og C i (0,1). T kan utstyres med en orbifoldighetstruktur der
p1 = A er et re�ektorhjørne av orden 2 (∠A = π/2) og p2 = B og p3 = C er

37[Thurston 2002, s. 312]
38Disse strukturene kan også kalles hhv elliptisk, parabolsk og hyperbolsk jf

[Thurston 2002, s. 312]. Vi holder oss til terminologien hos [Jahren 2011, s. 100].
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re�ektorhjørner av orden 4 (∠B = ∠C = π/4). De resterende punktene langs
linjestykkene AB, BC og CA er speilingspunkter. Siden T er homeomorf
med D2 , er XO = D2. Dermed kan O skrives som XO = D2 : (; 2, 4, 4).
Eulertallet til O er

χ(O) = χ(XO)−
∑
i

(1− 1

qi
)− 1

2

∑
j

(1− 1

pj
)

χ(O) = 1− 1

2
(
1

2
+

3

4
+

3

4
) = 0.

Siden O framkommer ved re�eksjoner om linjer i R2 er O en euklidsk orbi-
foldighet.

Eksempel 2.2.9. La O være den sfæriske orbifoldigheten S2 : (2, 3, 3). Da
har O tre kjeglepunkter q1 (av orden 2), q2, q3 (av orden 3) hvor hvert av
disse har en omegn Ui = Ũi/Zn der Ũi ⊂ S2 og Zn, n = 2, 3 virker på S2 ved
rotasjon på 2π/n.

Ũi er et regulært område i S2 for alle i. Dermed kan vi bruke Gauss-Bonnets
teorem slik det er gjengitt i kapittel 1 på områder i hver Ũi. Vi vil nå gjøre
det på et område i Ũ1 ⊂ S2. La x ∈ Ũ1 være punktet som bevares under
rotasjonen fra Z2, og la s være en storsirkel gjennom x. Da vil s dele Ũ1 inn
i to halvdeler Ũ1V og Ũ1H . La D1 være en lukket disk med sentrum i x og
radius r > 0 i Ũ1 ⊂ S2, la ∂D1 være randa til D1, la D1H/V være den delen
av D1 som ligger i Ũ1H/V og la ∂D1H/V være den delen av ∂D1 som ligger i
Ũ1H/V . Vi kan nå bruke Gauss-Bonnet på D1 og får∫∫

D1

KdA+

∫
∂D1

kgds = 2π.

På grunn av symmetrien på S2 er∫∫
D1H

KdA+

∫
∂D1H

kgds =

∫∫
D1V

KdA+

∫
∂D1V

kgds = π.

Vi kan altså utnytte symmetrien på Ũ1 til å utføre beregninger på områder på
Ũ1/Z2. Siden U1 = Ũ1/Z2 kan vi utføre beregninger på Ui ⊂ O ved å utnytte
symmetrien på modellene Ũi. Denne ideen skal vi bruke når vi skal bevise
Gauss-Bonnets teorem på orbifoldigheter. I de foregående eksemplene var
metrikken konstant. Det trenger den ikke være for en vilkårlig orbifoldighet.
Metrikken kan godt tillates å variere, også inn mot de singulære punktene,
så lenge den er invariant under gruppevirkningene.
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2.3 Gauss-Bonnets teorem for orbifoldigheter

Vi har tidligere sett at orbifoldigheter kan utstyres med en riemannsk
metrikk i alle punkter bortsett fra i kjeglepunktene og at vi kan beregne
krummingen der den er de�nert. Vi vil nå de�nere et krummingsintegral.

De�nisjon 2.3.1. La O være en orbifoldighet. Vi sier at O er kompakt

dersom det for hver overdekning av orbifoldighetkart eksisterer en endelig
deloverdekning av slike.

De�nisjon 2.3.2. La O være en kompakt orbifoldighet. Da de�nerer vi
følgende krummingsintegral:∫∫

O

KdA =

∫∫
O\{q1,...,qn}

KdA.

der q1, ..., qn er kjeglepunktene på O.

Dette integralet eksisterer ved følgende:O kan dekkes av en endelig meng-
de lokale parametriseringer Ui. Dersom Ui er ikke-singulær, vet vi at inte-
gralet

∫∫
Ui
KdA eksisterer. La Ui være en lokal parametrisering med et sin-

gulært punkt r. Ui kan skrives Ui = Ũi/Gi der Ũi er et regulært område.
Dermed eksisterer

∫∫
Ũi
KdA. Men da eksisterer også integralet

∫∫
Ui
KdA.

Siden O kan dekkes av en endelig mengde lokale parametriseringer der inte-
gralet eksisterer, eksisterer også integralet ovenfor.

Vi ønsker nå å vise Gauss-Bonnets teorem for orbifoldigheter. For en to-
dimensjonal kompakt orbifoldighet O med eulertall χ(O) gjelder

Teorem 2.3.3. (Gauss-Bonnet)∫∫
O

KdA = 2πχ(O). (7)

Bevis. Ideen til dette beviset er gitt av Thurston i [Thurston 2002, s.312].
Vi vil fjerne små omegner om kjeglepunktene. Dermed står vi igjen med en
�ate med rand og kan bruke det vanlige Gauss-Bonnet-teoremet på denne.

Siden vi skal fjerne små omegner om kjeglepunktene, ønsker vi at om-
egnene skal ha en gitt radius. Siden vi ikke har de�nert noen metrikk i
kjeglepunktene, må vi først de�nere denne radien. La r1 være et kjeglepunkt
på O og la r1 ∈ U der U = Ũ/G. La r2 være et ikke-singulært punkt i U .
La x1, x2 ∈ Ũ være slik at π(x1) = r1 og π(x2) = r2 der π : Ũ/G ≈ U . La
d(r1, r2) betegne distansen mellom r1 og r2. Vi setter d(r1, r2) = d(x1, x2).
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Dette er velde�nert siden Ũi har en metrikk som er invariant under G. Der-
med er d(x1, x2) den samme for hvert valg av x2 (x1 er entydig gitt).

Så la O være en orbifoldighet dekket av lokale parametriseringer Ui =
Ũi/Gi. La de ikke-trivielle Gi gi k kjeglepunkter av orden n1, ...nk, l hjørne-
re�ektorer av orden m1, ...ml og speilingslinjer. Vi fjerner små åpne disker
Bq1(r), ..., Bqk(r) med radius r > 0 om kjeglesingularitetene. La Bqi(r) be-
tegne tillukningen til Bqi(r). La diskene være tilstrekkelig små til at hver
Bqi er inneholdt i en Ui. La R = O\{Bq1(r), ..., Bqk(r)}. Dermed er R en
regulær �ate med en rand ∂R hvor R er dekket av lokale parametriseringer.

La oss først se hva som skjer nær et kjeglepunkt q med orden n når vi
fjerner et lite omegn Br(q) med radius r > 0 der r er tilstrekkelig liten til
at Br(q) er inneholdt i en Ui. Her er Ui = Ũi/Zn der Zn virker på Ũi ved
rotasjon på 2π/n. Metrikken på Ũi er invariant under Zn, og gir en metrikk
på Ui som vanlig. La x være punktet i Ũi slik at πi(x) = q der πi : Ũi/Zn ≈ Ui.

La Br(x) ⊂ Ũi være en lukket disk med radius r og sentrum i x. Da
blir Br(x)/Zn = Br(q) ⊂ Ui. Siden Ũi er et regulært område, kan vi bruke
Gauss-Bonnets teorem her. Det gir∫∫

Br(x)

KdA+

∫
∂Br(x)

kgds = 2π

der ∫∫
Br(x)

KdA→ 0

når r → 0. For en gitt r har vi dermed uttrykket:∫
∂Br(x)

kgds = 2π + h(r)

for en funksjon h(r) der h(r) → 0 når r → 0.

Siden Br(x)/Zn = Br(q) er∫
∂Br(q)

kgds =
1

n

∫
∂Br(p)

kgds =
2π

n
+ h(r)

der h(r) → 0 når r → 0.
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Dersom vi fjerner slike små disker Br uten rand om alle kjeglepunkte-
ne på O, blir vi som sagt stående igjen med et område med rand der vi
kan bruke Gauss-Bonnets teorem. Men på dette området, vil randkurvene
gjennomløpes motsatt vei (integrasjonsområdet ligger nå utenfor disken).
Dermed skifter fortegnet til kg. Lar vi nå ∂Rr(q) betegne den delen av ∂R
som omslutter q, får vi

∫
∂Rr(q)

kgds = −
∫

∂Br(q)

kgds = −2π

n
+ h(r)

der h(r) → 0 når r → 0.

Dersom O har kurver med speilingspunkter, vil R ha rand langs disse
kurvene. Siden disse kurvene alltid er geodeter, er kg = 0 her, og disse kur-
vene gir ikke noe bidrag til formelen. ∂R består altså av geodeter (som ikke
gir bidrag) og kurvene ∂Rr(q) rundt kjeglepunktene.

Hva så med et re�ektorpunkt p ∈ O med orden n? En omegn om et slikt
punkt parametriseres ved Ũ/Dn der Dn er den dihedrale gruppen av orden
2n (generert av re�eksjon om to kurver som møtes med en vinkel på π/n).
Slike punkter ligger på ∂R, og dermed har ∂R et hjørne med en vinkel π/n
og en ytre vinkel ϵr = π − π/n her.

Siden R = O\{Bq1(r), ..., Bqk(r)}, har vi

∫∫
R

KdA→
∫∫
O

KdA

når r → 0.

Vi er nå klare for å bruke Gauss-Bonnets teorem på R. Når man fjerner en
disk fra det indre av O, reduserer man eulerkarakteristikken med 1. Dermed
vil χ(R) = χ(XO) − k der k er antall disker man har fjernet. Siden R er et
område der det eneste bidraget til randintegralet kommer fra kurvene ∂Rr(q)
rundt kjeglepunktene og re�ektorhjørnene er de eneste hjørnene, får vi
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∫∫
R

KdA = 2πχ(R)−
∫
∂R

kgds−
∑
k

ϵk + h(r)

= 2π(χ(XO)− k)−
∫
∂R

kgds−
∑
k

ϵk + h(r)

= 2π(χ(XO)− k) +
k∑

i=1

2π

ni
−

l∑
j=1

(π − π

mj
) + h(r)

= 2π(χ(XO)− 2π(

k∑
i=1

(1− 1

ni
))− 2π · 1

2

l∑
i=1

(1− 1

nj
) + h(r)

= 2π(χ(O)) + h(r).

Når vi lar r → 0, får vi ∫∫
O

KdA = 2πχ(O)

hvilket fullfører beviset. �

I neste kapittel skal vi se på Gauss-Bonnets teorem for singulære �ater i
R3. Siden orbifoldighetene har en struktur som er grunnleggende forskjellig
fra disse, har orbifoldighetene fått en egen behandling her. Gauss-Bonnet-
formelen for orbifoldigheter er for øvrig noe enklere enn uttrykket vi vil �nne
i neste kapittel.
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3 Singulære �ater i R3

I dette kapittelet vil vi formulere og bevise et Gauss-Bonnet-teorem for
singulære �ater i R3. Vi vil først de�nere noen grunnleggende begreper og
deretter bevise teoremet. Vi tar utgangspunkt i beviset for Gauss-Bonnets
teorem for ikke-singulære �ater (hovedpunktene er gjengitt i kapittel 1). Det-
te beviset må imidlertid modi�seres på grunn av singularitetene.

3.1 Grunnleggende de�nisjoner

Vi begynner med å innføre noen grunnleggende begreper og legge noen
begrensninger på hva slags singulariteter vi kan tillate.

Vi vil kun se på �ater som er embeddet i R3. Flatene vi skal behandle, vil
kunne beskrives på minst en av følgende to måter. Noen �ater kan beskrives
som løsningsmengden til en ligning F (x, y, z) = 0. Slike �ater har singulari-
teter i punkter der ∇F (x, y, z) = 0.39 Eventuelt kan �aten beskrives ved en
parametrisering x : R2 → R3. Slike �ater har selvsnitt dersom x ikke er in-
jektiv (mer om dette senere). En slik �ate er singulær i selvsnittene. Allikevel
vil �aten kunne behandles som en ikke-singulær �ate langs slike snitt hvis
den lokalt kan skrives som en union av regulære �ater. Det skal vi komme
tilbake til. Selvsnittene vil kunne inneholde singulære punkter som ikke så
lett lar seg behandle som ikke-singulære. Vi skal nå se på et eksempel på det.

Eksempel 3.1.1. Et eksempel på en �ate som kan beskrives både ved en
ligning F = 0 og en parametrisering er Whitneyparaplyen (se �gur 1). Fla-
ten framkommer som løsningsmengden til ligningen F (x, y, z) = y2z − x2.
Den har ∇F = (−2x, 2yz, y2) og har singulære punkter der x = 0 og y = 0
(z er en fri variabel). Flaten kan parametriseres ved x(u, v) = (uv, u, v2),40.
La R være området gitt ved u, v ∈ [−1, 1]. R har en rand ∂R der u = ±1
og v = ±1. Vi vil referere til dette området i noen senere eksempler. Flater
parametrisert ved x vil aldri utgjøre hele løsningsmengden til ligningen. Den
negative delen av z-aksen (x = y = 0, z fri) utelates. Punktene v = 0, (u fri
variabel) avbildes på y-aksen mens punktene u = 0 (v fri variabel) avbildes
på den positive delen av z-aksen. Punktene på z-aksen for z > 0 er eksempler
på punkter som er singulære, men som kan behandles som ikke-singulære si-
den �aten her lokalt kan beskrives som en union av regulære �ater. Punktet i
origo er mer spesielt. Det omtales som en whitneysingularitet og har en egen-
skapen at ethvert åpent omegn om punktet snitter seg selv. Slike punkter vil
kreve en særbehandling, noe vi skal komme tilbake til i løpet av det følgende.

39[Jahren 2011, s. 107]
40[Barile og Weisstein 2011]
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Figur 1: Whitneyparaplyen

Vi vil nå gi en de�nisjon av en singulær �ate. Som vi så i foregående ek-
sempel lå alle de singulære punktene (bortsett fra ett) i et område som lokalt

kan uttrykkes som en union av regulære �ater. I vår de�nisjon vil vi kreve
denne egenskapen for alle (bortsett fra endelig mange av) singularitetene på
�aten.

Så la R3
+ = {(x, y, z) | z ≥ 0}, og la ak ∈ R der k ∈ {1, 2, ..., n}, n ≥ 2,

og der ai ̸= aj når i ̸= j. La Ak = {(x, y, z) ∈ R3
+ |x − aky = 0}. La

A = A1 ∪ ... ∪An og la l = A1 ∩ ... ∩An. La AR = {(x, y, z) ∈ A | z = 0}.

La S ⊂ R3, og la S være slik at hver p ∈ S bortsett fra endelig mange
punkter har en omegn U som er homeomorf med en åpen mengde V ⊂ A.

La p ∈ S være slik at dette kravet holder, og la r ∈ A. La U ⊂ S og
V ⊂ A være omegner om hhv p og r og la h : V → U være en homeomor�
slik at h(r) = p. Vi betegner dette ved h : (V, r) ≈ (U, p).

Punktene i S kan nå klassi�seres ved følgende.

1) Punkter der kravet ovenfor ikke holder. Disse vil vi betegne q1, ..., qn.

2) Punkter p ∈ S der p = h(r) og r ∈ l.

3) Punkter p ∈ S der p = h(r) og r /∈ l.

I resten av oppgaven vil vi omtale disse som punkter av type 1, 2 og 3.
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For punkter av type 3 kan omegnen V om r velges slik at V ∩ l = ∅.
Dermed er hver U homeomorf med en åpen omegn i R2

+ (det lukkede øvre
halvplan).

La ΣS være mengden av alle punktene på S som er av type 1 og 2. Vi
krever at S\ΣS skal være en regulær �ate. Dessuten vil vi kreve følgende:

For punkter p ∈ U ⊂ S av type 3 krever vi at h : (V, r) ≈ (U, p) er en
di�eomor�.

For punkter p ∈ U ⊂ S av type 2 krever vi følgende: La p være et slikt punkt
og la h : (V, r) ≈ (U, p). La Vi = V ∩ Ai. Siden r ∈ l er r ∈ Vi og p ∈ h(Vi)
for alle i. Hver slik Vi er homeomorf med en åpen mengde i R2

+ siden hver Ai

er et plan med en rand. La Si = h(Vi) og la hi : Vi → Si være de�nert ved
hi = h|Vi. La hver Si ⊂ R3 være en regulær �ate og la hi være en di�eomor�
for alle i. Omegnen U om p kan nå uttrykkes ved U = S1 ∪ ... ∪ Sn der hver
Si er en regulær �ate.

De�nisjon 3.1.2. En S ⊂ R3 der disse betingelsene er oppfylt kaller vi en
singulær �ate.

Vi skal nå se nærmere på punktene av type 2.

De�nisjon 3.1.3. La p være et punkt av type 2, og la h : (V, r) ≈ (U, p).
La lV = l ∩ V . lV er en glatt sammenhengende 1-mangfoldighet (med rand
dersom (0, 0, 0) ∈ lV ). Dermed vil også h(lV ) ⊂ U være en glatt sammen-
hengende 1-mangfoldighet (eventuelt med rand). En slik 1-mangfoldighet vil
vi kalle en snittkurve.

For 1-mangfoldigheter har vi følgende teorem:41

Teorem 3.1.4. En glatt, sammenhengende 1-mangfoldighet er di�eomorf
enten med sirkelen S1 eller et intervall på R.

De�nisjon 3.1.5. La γL ⊂ S være en kurve som er di�eomorf med S1 og
der hver p ∈ γL er av type 2. En slik γL kaller vi en lukket snittkurve.

Eksempel 3.1.6. La S ⊂ R3 være sylinderen x2 + y2 = 1 (z er en fri varia-
bel) og P være xy-planet. Da er S ∩ P en lukket snittkurve.

De�nisjon 3.1.7. La γ være en snittkurve på en singulær �ate S. Dersom

41[Milnor 1965, s. 55]
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γ ( γ′ hvor γ′ er en snittkurve, vil vi kalle γ′ en forlengelse av γ.

De�nisjon 3.1.8. For en snittkuve γ uten noen forlengelse, la γ betegne
tillukningen til γ. La γ være slik at ∂γ maksimalt består av 2 punkter. Disse
punktene kaller vi endepunktene til γ.

Eksempel 3.1.9. Kurven langs den positive delen av z-aksen på området R
på whitneyparaplyen er en snittkurve med et endepunkt q av type 1 i origo
og et endepunkt på ∂R.

Vi skal nå se på noen �ere eksempler på punkter av type 1.

De�nisjon 3.1.10. La S være en �ate. En singularitet q ∈ S kalles isolert
dersom det eksisterer en ϵ > 0 slik at det ikke eksisterer andre singulariteter
i en omegn Bϵ(q) med radius ϵ og senter i q.

Eksempel 3.1.11. La C være kjeglen gitt ved z2 = x2 + y2. Singulariteten
i origo er av type 1 og den er isolert.

Eksempel 3.1.12. Ligningen F (x, y, z) = xyz = 0 gir unionen av xy- xz-
og yz-planet. Singulariteten i origo kalles et trippelpunkt og er av type 1.

Eksempel 3.1.13. En singularitet som har den egenskapen at ethvert om-
egn om singulariteten snitter seg selv, kalles en whitneysingularitet og er
av type 1. Vi har allerede sett at whitneyparaplyen har en slik singularitet.
Senere skal vi se andre �ater som også har slike singulariteter.

Senere i oppgaven vil vi se �ere eksempler på snittkurver og vi skal klas-
si�sere disse. Vi vil nå gi en de�nisjon av et område på en singulær �ate.

De�nisjon 3.1.14. La I være et intervall på R og la β : I → S ⊂ R3. Vi
sier at β er en glatt kurve på S dersom den er en glatt kurve i R3.

De�nisjon 3.1.15 La R ⊂ S og la R være sammenhengende. Dersom R er
begrenset av en endelig union av glatte kurver kaller kaller vi denne randa
til R. Vi lar ∂R betegne denne. La D2 være den åpne enhetsdisken og la
D2

+ = D2 ∩ R2
+ (hvor R2

+ er det lukkede øvre halvplan). La p ∈ ∂R og la
U ⊂ R være en omegn om p. Vi vil da kreve at p oppfyller et av to krav:

a) For (p, U) skal det �nnes en homeomor� h slik at h : ((0, 0), D2
+) ≈ (p, U).

b) For (p, U) skal det �nnes en homeomor� h slik at h : (r, V ) ≈ (p, U) der
r = (0, 0, 0) ∈ l ⊂ V ⊂ A.
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Dessuten krever vi at ethvert ikke-glatt punkt på ∂R skal være av type a.

Punkter av type b oppstår der snittkurver har endepunkt på randa. På
grunn av foregående krav er alle randkurver glatte i slike punkter. Det følger
også av dette at alle punkter på ∂R er av type 2 og 3.

Regulære �ater kan tilordnes en riemannsk struktur. Singulære �ater kan
utstyres med en riemannsk struktur i punktene av type 2 ved følgende de�-
nisjon:

De�nisjon 3.1.16. La S være en singulær �ate og la γ være en snittkurve
på S. La p være et punkt av type 2 på γ og la U ⊂ S være en omegn om p.
La U = S1∪ ...∪Sn der hver Si er en regulær �ate. Velg en �ate Si og betrakt
p som et punkt på Si. Si er regulær, og vi velger en riemannsk metrikk på
Si. Dermed tilordnes p en metrikk når p betraktes som punkt på denne �aten.

Denne metrikken avhenger selvfølgelig av valg av Si, så de�nisjonen gir
kun mening i de situasjonene vi begrenser oppmerksomheten til kun en �ate
Si i et snitt. Men det er nettopp det vi skal gjøre senere. I de singulære punk-
tene av type 1 eksisterer det ikke noe tangentplan, så det gir ikke mening å
tilordne noen metrikk her.

I beviset vil vi trenge at et område R på en singulær �ate S kan trian-
guleres. Dette skal vi nå de�nere i �ere omganger.

De�nisjon 3.1.17. (Triangulering, foreløpig de�nisjon)
La R være et område på en singulær �ate S. Å triangulere R er å uttrykke R
som en union av embeddede trekanter med glatte randkurver slik at punk-
tene av type 1 ligger i et hjørne på alle de trekantene de er inneholdt i og
hver trekant inneholder kun et slikt punkt. Dessuten skal enhver snittkurve
γ kun inneholde hjørner og kanter.

Siden S kun har en endelig mengde punkter av type 1, kan vi alltid sørge for
at hver trekant kun har et punkt av type 1 ved å velge en tilstrekkelig �n
triangulering.

Lemma 3.1.18. La R ⊂ S være et område med snittkurver og isolerte sin-
gulariteter. Trianguler R som i foregående de�nisjon. Da kan vi for enhver
trekant T ⊂ R uten noen punkter av type 1 �nne et område RT som kan
parametriseres ved geodetiske polarkoordinater sentrert rundt et punkt i en
trekant slik at T ⊂ RT . Dersom et punkt q av type 1 ligger i T , kan vi �nne
en RT slik at RT \{q} er parametrisert ved geodetiske polarkoordinater og
T ⊂ RT .
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Bevis. For trekanter i en ikke-singulær del av R er dette uproblematisk siden
vi kan la en slik trekant være inneholdt i en normal omegn (en omegn om
trekanten som er parametrisert ved geodetiske polarkoordinater sentrert om
et punkt i en trekant).42 Ved å velge en tilstrekkelig �n triangulering kan vi
sørge for at hver trekant T ⊂ R med en kant langs en selvsnittskurve γ og
uten punkter av type 1 ligger på en av de regulære �atene S1, ..., Sn som mø-
tes langs γ. Dermed kan vi også la slike trekanter være inneholdt i normale
omegner. For en trekant T med en singularitet q av type 1 i et hjørne, velger
vi et område RT om T slik at q ligger på ∂RT . Dersom q er endepunktet for
et selvsnitt, lar vi RT ⊂ Si for en �ate Si. Da kan vi la RT \{q} parametri-
seres ved geodetiske polarkoordinater sentrert om et ikke-singulært punkt i
RT siden vi har antatt at T kun inneholder et punkt av type 1. �

Siden enhver trekant T ⊂ R kan tilordnes en riemannsk struktur (unn-
tatt i punktene av type 1) og inneholdes i en RT , vil T ha en krumming K
i hvert punkt p ∈ T (unntatt i de nevnte punktene) og en geodetisk krum-
ming kg langs randkurvene (unntatt i mulige endepunkter av type 1). Disse
randkurvene orienteres slik at enhetsnormalen alltid peker innover43 (se (1)
og (2) i kapittel 1 for de�nisjon av K og kg). Siden vi kan velge å alltid
orientere randkurvene på denne måten innebærer det at teoremet også gjel-
der for ikke-orienterbare �ater. Som kommentert tidligere i oppgaven, er den
kovariant andrederiverte uavhengig av valg av orientering av randkurvene.
Så lenge enhetsnormalvektoren nα velges slik at den peker inn i R, spiller
det ingen rolle hvilken vei ∂R gjennomløpes.

Vi skal nå innføre noen betingelser som trianguleringen må oppfylle.

Betingelse 1. La R = ∪jTj være en triangulering av R. La Tj være en av
disse trekantene, og la αi, i = 1, 2, 3 være de tre glatte randkurvene. R må
være slik at

∫
αi

kgds (8)

eksisterer for alle αi og alle Tj .

Videre må følgende gjelde:

Betingelse 2. La q ∈ R være et punkt av type 1 og la Tj være en trekant
med q som hjørne. La r > 0, og la Sr ⊂ R3 være en sfære med radius r og
sentrum i q. La Tjr være den delen av Tj som ligger utenfor Sr. Vi vil da

42[Jahren 2011, s. 159]
43[Jahren 2011, s. 157]
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kreve at følgende integral skal eksistere:

lim
r→0

∫∫
Tjr

KdA. (9)

Betingelse 3. La q ∈ R, Tj , Tjr ⊂ R og Sr være som før. Vi vil kreve at det
skal eksistere en R > 0 slik at for enhver r < R skal a = Sr ∩ Tjr være en
glatt kurve.

De�nisjon 3.1.19. (Triangulering, endelig de�nisjon)
La R være et område på en singulær �ate S. Dersom R kan trianguleres i
henhold til de�nisjon (3.1.17) og dersom betingelsene 1-3 er oppfylt, sier vi
at R er triangulerbar. Et valg av trekanter der betingelsene holder kaller vi
en triangulering.

I resten av denne oppgaven vil ethvert område R ⊂ S være triangulerbart.

Eksempel 3.1.20. Området R på whitneyparaplyen (begrenset av u, v ∈
[−1, 1]) er et eksempel på et triangulerbart område. Whitneyparaplyen er
parametrisert ved x(u, v) = (uv, u, v2). For denne vil K → −∞ når v → 0
og u = 0. Krummingsintegralet derimot, konvergerer (se eksempel 4.1.1).
Flaten kan for eksempel trianguleres slik at trekantene som omslutter punk-
tet i origo har kanter langs y- og z- aksen. På slike kanter er kg = 0. At
snittet mellom sfærer med radius r og sentrum i origo blir glatte kurver kan
også sjekkes (se eksempel 4.1.1) Dermed holder betingelsene på denne �aten.

La T være en trekant med et hjørne q av type 1. Vi trenger et mål på
vinkelen i q. Det er slett ikke opplagt hvordan dette skal de�neres. For å
motivere vår de�nisjon ser vi på følgende eksempel.

Eksempel 3.1.21. La Dr ⊂ R2 være en lukket disk med radius r og sen-
trum i origo og la R ⊂ Dr være en sektor begrenset av to radier r1, r2 og
sirkelbuen s ⊂ ∂Dr. La α være vinkelen mellom r1 og r2. Vi kan nå bruke
Gauss-Bonnets teorem på R. Det gir

∫
s

kgds+ 2 · π
2
+ (π − α) = 2π

α =

∫
s

kgds.

Merk at verdien på integralet er uavhengig av r.
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La nå C ⊂ R3 være kjeglen gitt ved z2 = x2 + y2 for z ≥ 0 og la T ⊂ C
være en embeddet trekant begrenset av to euklidske linjer l1, l2 ⊂ C og en
kurve b der l1, l2 går gjennom origo og b er snittet mellom C og en sfære med
radius R og sentrum i origo. Hvordan bør vi nå de�nere vinkelen mellom
randlinjene l1 og l2 i origo? Vinkelen mellom l1 og l2 som linjer i R3 er lite
interessant. Vi er på jakt etter et mål på vinkelen mellom l1 og l2 betraktet
som randkurvene til den embeddede trekanten T . Det er noe annet. Dette
kunne vært forsøkt de�nert på ulike måter.

Vi kunne delt T opp ved hjelp av en stor mengde linjer l3, ..., ln slik at
li ⊂ T for alle i ≥ 3 og hver li går gjennom origo. Deretter kunne vi beregnet
vinkelen mellom hvert par av linjer som ligger ved siden av hverandre (be-
traktet som linjer i R3), summert disse og til slutt beregnet grenseverdien
for stadig �nere oppdelinger av T .

Et annet alternativ er å de�nere αT ved grenseverdien

αT = lim
r→0

s(a)

r

der a er kurven i snittet mellom T og en sfære med radius r > 0 og s(a) er
buelengden til a (forholdet s(a)

r er uavhengig av r i dette tilfellet, men vi er
på jakt etter en de�nisjon som kan generaliseres til enhver trekant T med en
singularitet av type 1 i et hjørne). Ulempen med begge disse de�nisjonene er
at det synes å være vanskelig å relatere disse størrelsene til noe som inngår i
beviset til Gauss-Bonnet-teoremet.44 Vi vil derfor foreslå et tredje alternativ
til vinkelde�nisjon på bakgrunn av foregående eksempel:

La fortsatt a være kurven i snittet mellom T og en sfære Sr med radius
r og sentrum i origo. La Tr være den delen av T som ligger utenfor Sr. Vi
de�nerer vinkelen αT ved

αT = lim
r→0

∫
a

kgds

der kurven a er orientert slik at enhetsnormalvektoren peker ut av Tr. La
oss se hvordan dette fungerer for kjeglen C.

44I beviset for Gauss-Bonnet-teoremet slik vi �nner det hos [Jahren 2011, s.159− 164]
forutsetter man at tangentplanet er de�nert i alle hjørnene i trianguleringen. Singulari-
teter har imidlertid ikke slike tangentplan, så man kan ikke helt uten videre regne med
at teoremet vil holde for trekanter nær singulariteter - selv når man har et velde�nert
vinkelmål.
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Siden K = 0 for kjeglen er trekanten T ⊂ C isometrisk med sektoren R
ovenfor for et passelig valg av α. Tr er begrenset av linjene l1, l2 og kurvene
a og b. Vi bruker Gauss-Bonnet på Tr og får

−
∫
a

kgds+

∫
b

kgds+ 2π = 2π

∫
a

kgds =

∫
b

kgds.

For sektoren R hadde vi

α =

∫
s

kgds

Siden T og R er isometriske, er

∫
b

kgds =

∫
s

kgds.

Med vår de�nisjon av αT får vi (integralet er uavhengig av r også for kjeglen)

αT = lim
r→0

∫
a

kgds =

∫
a

kgds =

∫
b

kgds =

∫
s

kgds = α.

Siden αT = α ser dette ut til å være en fornuftig vinkelde�nisjon i det-
te tilfellet. Vi skal snart se at denne de�nisjonen stemmer overens med den
vanlige vinkelde�nisjonen for hjørner der den gjelder (i alle fall holder dette
for totalsummen dersom man summerer over alle vinklene om et hjørne, det
er alt vi trenger). Dessuten har denne de�nisjonen den fordelen at den er de-
�nert ved hjelp av et integrasjonsledd som inngår i Gauss-Bonnet-formelen.
Det er svært nyttig. Vi vil altså bruke denne de�nisjonen for enhver trekant
T med en singularitet av type 1 i et hjørne.

De�nisjon 3.1.22. La T ⊂ R ⊂ S være en trekant i et område på en sin-
gulær �ate og la T ha en singularitet q av type 1 i et hjørne. La Sr være en
sfære med radius r og sentrum i q, og la R > 0 være slik at Sr ∩ T er en
glatt kurve for enhver r < R (en slik R �ns ved betingelse 3 i de�nisjonen
av triangulering (3.1.19)). La ar = Sr ∩ T være denne kurven, og la Tr være
den delen av T som ligger utenfor Sr. Da de�nerer vi vinkelen αT om q ved
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αT = lim
r→0

∫
ar

kgds

der kurven ar er orientert slik at enhetsnormalvektoren peker ut av Tr.

Vi skal snart vise et lemma som forsikrer oss om at denne grensen eksis-
terer for de �atene vi ser på.

De�nisjon 3.1.23. La R ⊂ S være et triangulert område på en singulær
�ate, og la q ∈ R være en singularitet av type 1. La vinkelen α om q være
de�nert ved

α =
∑
j

αTj

summert over alle trekanter Tj som har q som hjørne.

Dette er uavhengig av valg av triangulering ved følgende: La Sr være en
sfære med radius r og sentrum i q. La aH = Sr ∩R. La T1, ..., Tn betegne de
trekantene Ti ⊂ R som har q som hjørne. La ai = Ti ∩Sr. Ved betingelse 3 i
de�nisjon 3.1.19 er ai en glatt kurve for hver i ∈ {1, ..., n} for en R > 0 når
r < R. Dermed kan aH for en gitt r skrives som en union av glatte kurver
aH = a1 ∪ ...∪ an der a1∪, ...,∪an bestemmes av valg av triangulering av R.
Siden aH er en union av glatte kurver, eksisterer integralet

∫
aH

kgds =

∫
a1

kgds+ ...+

∫
an

kgds

for en gitt r, og slike integraler er uavhengige av valg av inndeling av aH .

Nå kan α uttrykkes som

α =
∑
j

αTj = lim
r→0

∫
aH

kgds

der verdien på integralet er uavhengig av valg av a1, ..., an for hver r. Dermed
er α velde�nert.

Vi vil nå sjekke at de�nisjonen av α gir 2π som vinkelsum om et ikke-
singulært hjørne vis i en triangulering av et område R. Så la nå vis være et
hjørne i et ikke-singulært område RS ⊂ R. La Sr være en sfære med radius
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r og sentrum i vis. La a være snittet mellom RS og Sr. Siden RS er ikke-
singulær, kan vi anta at det eksisterer en R > 0 slik at a er en glatt kurve
og avgrenser et område Ba ⊂ RS homeomorft med en disk for alle r < R.
La T1, ..., Tn være de trekantene som har vis som hjørne, og la aj være den
delen av a som ligger i Tj .

Det gir oss følgende uttrykk for vinkelsummen om vin:

α =
∑
j

αTj = lim
r→0

∑
j

∫
aj

kgds = lim
r→0

∫
a

kgds
∗
= lim

r→0
(2π −

∫∫
Ba

KdA) = 2π

der vi brukte Gauss-Bonnets teorem for regulære �ater i ∗.

Kjeglen C omtalt tidligere er slik at snittet mellom Sr og C utgjør en
kurve med to ikke-glatte punkter der begge vinklene er π/2. De tilsvarende
vinklene i snittet mellom en sfære Sr og en annen �ate S trenger slett ikke
være rette. Dette tar vi høyde for senere i oppgaven når vi skal utlede rela-
sjon (11) i beviset for Gauss-Bonnets teorem. Dersom disse vinklene ikke er
rette, er det heller ikke sikkert at vår vinkelde�nisjon stemmer overens med
den vanlige vinkelde�nisjonen for ikke-singulære hjørner vis på en �ate S for
hver enkelt T med hjørne i vis. Vi har sett at den totale vinkelsummen når
man summerer over alle trekantene om vis stemmer overens med den vanlige
de�nisjonen. I beviset er det til syvende og sist totalsummen vi er interessert
i.

Integralet i foregående de�nisjon vil alltid konvergere for de �atene vi ser
på ved følgende lemma:

Lemma 3.1.24. La R ⊂ S være et triangulert område og la T være en tre-
kant på R med en singularitet q av type 1 i et hjørne. La q være den eneste
singulariteten av type 1 i T , og la Sr være en sfære med radius r og sentrum
i q. La Tr være den delen av T som ligger utenfor Sr, og la a = T ∩ Sr. La
R > 0 være slik at for enhver r < R er a en glatt kurve. La T være slik at

lim
r→0

∫∫
Tr

KdA

eksisterer. Da eksisterer grenseverdien

αT = lim
r→0

∫
a

kgds
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Bevis Tr er et område uten noen singularitet (bortsett fra eventuelle punk-
ter av type 2 langs randkurvene; disse kan tilordnes en riemannsk struktur
og betraktes som ikke-singulære ved de�nisjon 3.1.16). Dermed kan vi bruke
Gauss-Bonnets teorem på Tr. Det gir

∫∫
Tr

KdA+

∫
a

kgds+

∫
∂Tr\a

kgds+
∑
k

ϵk = 2π

som medfører

∫
a

kgds = −
∫∫
Tr

KdA−
∫

∂Tr\a

kgds−
∑
k

ϵk + 2π.

Når r → 0, vil
∫
∂Tr\a kgds konvergere siden R er triangulert og T dermed er

begrenset av glatte randkurver hvor kurveintegralene konvergerer (ved betin-
gelse 1 i de�nisjon 3.1.19). Men siden alt på den høyre siden av likhetstegnet
konvergerer, må integralet på den venstre siden også gjøre det. �

Vi vil nå innføre noen �ere de�nisjoner som vil inngå i Gauss-Bonnet-
formelen.

Vinkelsummen om ikke-singulære hjørner i det indre av et område R er
2π. Vi vil innføre en singularitetsdefekt som måler hvor mye singulariteten
skiller seg fra slike hjørner.

De�nisjon 3.1.25. La q ∈ R være et punkt av type 1 og la α være vinkelen
om q (som de�nert i 3.1.23). La da singularitetsdefekten ∆ være gitt ved

∆ = 2π − α.

Eksempel 3.1.26. Ligningen F (x, y, z) = xyz = 0 gir unionen av xy- xz-
og yz-planet. Singulariteten q = (0, 0, 0) er et trippelpunkt og er av type
1. Vinkelsummen α om q er 6π (2π fra hvert av de tre planene). Det gir
∆ = 2π − 6π = −4π.

Vi vil trenge et mål på hvor mange �ater som møtes langs en snittkurve.
De kombinatoriske uttrykkene i kapittel 1 (blant annet ligningene (4), (5) og
(6)) må modi�seres siden �ere enn to trekanter kan ha en felles kant (tenk for
eksempel på hvordan en triangulering av whitneyparaplyen må se ut langs
snittkurven). Vi vil innføre begrepet defekt som et mål på hvor mange tre-
kanter som deler felles kanter langs en snittkurve. De�nisjonen skal være slik
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at defekten for kurver i det ikke-singulære området skal være 0.

La R være et område på en singulær �ate S og la ΓSI(R) betegne meng-
den av alle snittkurver på R. La for en γ ∈ ΓSI(R) med eventuelle endepunk-
ter p0, p1, n(γ) betegne antall �ater S1∪ ...∪Sn som snitter langs γ\{p0, p1}
(glatte kurver hvor alle punktene er av type 3 (ikke-singulære) kan oppfattes
som snittkurver der kun en �ate snitter; dermed er n = 1).

De�nisjon 3.1.27. La d(γ) : ΓSI(R) → Z være gitt ved

d(γ) = 2n(γ)− 2.

Vi kaller d(γ) defekten til γ. Siden n ≥ 1 for enhver γ, er d(γ) ≥ 0 for enhver
γ.

For et triangulert område R, vil vi de�nere defekt også for hjørner på
snittkurvene.

De�nisjon 3.1.28. La v ∈ R være et hjørne på en snittkurve γ med defekt
d(γ) slik at v er av type 2 og v /∈ ∂R. La VSI være mengden av slike hjørner,
og la d(v) : VSI → Z være gitt ved

d(v) = d(γ).

Vi kaller d(v) defekten til v (defekten til et hjørne av type 2 er lik defekten
til snittkurven hjørnet ligger på).

De�nisjonen av defekt for hjørner av type 2 er annerledes enn singulari-
tetsdefekten til singularitetene av type 1. Som tidligere nevnt vil punktene
av type 1 spille en mer avgjørende rolle i beviset enn punkter av type 2.
Vinkelsummen om et hjørne v av type 2 med defekt d(v) er 2π+d(v)π, men
bidragene fra slike hjørner vil vise seg å kansellere i beviset. Mer om det
senere.

Eksempel 3.1.29. La D ⊂ R2 være den lukkede enhetsdisken, og la γ være
den delen av x-aksen som ligger i D. Da ligger ikke γ i noe snitt, og kan
oppfattes som en snittkurve der n = 1. Dermed er d(γ) = 2 · 1− 2 = 0.

Eksempel 3.1.30. Den positive delen av z-aksen på området R på whit-
neyparaplyen utgjør en snittkurve γ. Den er snittet mellom to �ater og har
dermed defekt d(γ) = 2 · 2 − 2 = 2. Som nevnt tidligere har denne kur-
ven et endepunkt i whitneysingulariteten i origo og et endepunkt på ∂R.
Om endepunktene til snittkurvene til et område er på randa eller i det indre,
viser seg å være vesentlig informasjon. Vi må derfor klassi�sere snittkurvene.
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De�nisjon 3.1.31. La R være et område på en singulær �ate S. Vi de�nerer
følgende 4 typer av snittkurver på R:45

I) La γI ⊂ R betegne en snittkurve med endepunkter qm og qn av type 1 der
qm, qn ∈ Int R.
B) La γB ⊂ R betegne en snittkurve med et endepunkt q av type 1 der q ∈
Int R og et endepunkt p ∈ ∂R.
E) La γE ⊂ R betegne en snittkurve med to endepunkter p1, p2 ∈ ∂R der
p1 ̸= p2.
L) La γL ⊂ R betegne en lukket snittkurve som de�nert i 3.1.5.

Eksempel 3.1.32. Snittkurven langs den positive delen av z-aksen i områ-
det R på whitneyparaplyen er av type B.

Eksempel 3.1.33. La S ⊂ R3 være sylinderen x2 + y2 = 1 (z er en fri va-
riabel) og P være xy-planet. Da er S∩P en snittkurve av type Lmed defekt 2.
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Figur 2: Boys �ate

Eksempel 3.1.34. La R være Boys �ate (se �gur 2 og 3 og eksempel 4.1.5).
Den har tre snittkurver med defekt 2 der alle disse har endepunktene i et
trippelpunkt i origo. Disse kurvene er dermed av type I der qm = qn for hver
av kurvene. Selv om γI er en lukket kurve, oppfyller den ikke betingelsene
i de�nisjon 3.1.5 for en lukket snittkurve (type L) siden trippelpunktet er
av type 1 og ikke 2. Det vil senere vise seg at kurver av typene I og L gir
ulike bidrag til Gauss-Bonnet-formelen (kurvene av type L gir faktisk ikke
noe bidrag i det hele tatt og inngår dermed ikke i den endelige formelen).
Derfor skiller vi mellom disse.

45Bokstavene I, B, E og L kommer av interior, boundary, exterior og loop.
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Figur 3: Boys �ate sett ovenfra. Flaten har tre snittkurver med defekt 2.
Disse møtes i et trippelpunkt.

I beviset som følger vil vi se at defekten til snittkurvene spiller en avgjø-
rende rolle for korreksjonsleddene i Gauss-Bonnet-formelen. Det vil vise seg
at vi trenger å holde styr på hvor mange snittkurver vi har av de �re typene
som er omtalt ovenfor. Derfor innfører vi følgende notasjon:

De�nisjon 3.1.35. La R være et område med m snittkurver av typen γI , n
snittkurver av typen γB, k snittkurver av typen γE og l snittkurver av typen
γL. Da de�nerer vi følgende:

DI(R) =

m∑
i=1

d(γIi) hvis m ≥ 1, DI(R) = 0 hvis m = 0.

DB(R) =
n∑

i=1

d(γBi) hvis n ≥ 1, DB(R) = 0 hvis n = 0.

DE(R) =
k∑

i=1

d(γEi) hvis k ≥ 1, DE(R) = 0 hvis k = 0.

DL(R) =

l∑
i=1

d(γLi) hvis l ≥ 1, DL(R) = 0 hvis l = 0.

Merk: Vi skriver ofte DI i stedet for DI(R) etc når det er underforstått hvil-
ket område R det er snakk om.
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Eksempel 3.1.36. La S være �aten gitt ved F (x, y, z) = xyz = 0, og la
R være området der x, y, z ∈ [−1, 1]. Denne �aten har seks snittkurver av
typen γB med endepunkter i origo og på randa. Langs hver av disse kur-
vene (bortsett fra i endepunktene i origo) møtes to plan. Dermed har hver
av kurvene defekt d(γB) = 2·2−2 = 2. Dermed har �atenDB(R) = 2·6 = 12.

For hvert ikke-glatt punkt på ∂R har R en velde�nert indre vinkel ηi ∈
[0, 2π] (en vinkel med ηi = 0 er en cusp som vender ut av området, en vinkel
med ηi = 2π er en cusp som vender innover). For slike punkter de�nerer vi
den ytre vinkelen ϵi = π − ηi ∈ [−π, π]. Da vi de�nerte randa til et område
R krevde vi at for hvert punkt p ∈ ∂R som er et endepunkt for en snittkur-
ve skal randkurvene være glatte i dette punktet. Dermed har vi ingen ytre
vinkler i slike punkter og ϵi = 0 for disse.

3.2 Gauss-Bonnets teorem for singulære �ater i R3

La S være en singulær �ate og la R ⊂ S være et kompakt trianguler-
bart område. La eventuelle snittkurver på R være av type I, E, B og L.
La q1, ..., qx ∈ R betegne punktene av type 1 og la disse være enten isolerte
singulariteter eller endepunkter på snittkurver av type B og I slik at qi ∈
Int R. La ∆i være singularitetsdefekten til qi.

Da gjelder

Teorem 3.2.1. (Gauss-Bonnet)∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds+
∑
k

ϵk +DIπ −DEπ +
∑
i

∆i = 2πχ(R).

Bevis. Dette beviset tar utgangspunkt i beviset for Gauss-Bonnet-teoremet
for ikke-singulære �ater slik vi �nner det hos [Jahren 2011, s.159− 164] (ho-
vedpunktene er gjengitt i kapittel 1). Bevisideen består i å dele opp den
singulære �aten i deler der uttrykk fra det opprinnelige beviset for Gauss-
Bonnet-teoremet kan brukes og deretter bruke kombinatorikk.

Vi triangulerer R som ∪jRj som beskrevet tidligere i kapittelet (de�-
nisjon 3.1.19); slik at hvert punkt av type 1 ligger på et hjørne i hver av
trekantene det ligger i. Videre skal trianguleringen være slik at snittkurvene
γi kun skal inneholde hjørner og kanter. Ved lemma 3.1.18 lar vi hver trekant
være inneholdt i et område parametrisert ved geodetiske polarkoordinater.
Siden R er kompakt kan vi anta at trianguleringen består av et endelig antall
trekanter.
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Vi vil først vise at følgende uttrykk gjelder når vi summerer opp over alle
trekantene:46 ∫∫

R

KdA+
∑
j

∫
∂Rj

kgds =
∑
j,i

ηji +
∑
i

αi − Tπ.

Her er αi vinkelen om qi, ηji de indre vinklene til hjørnene av type 2 og 3 og
T antall trekanter i trianguleringen.

For en trekant Rj uten noen singularitet av type 1 gjelder relasjonen:∫∫
Rj

KdA+

∫
∂Rj

kgds = ηj1 + ηj2 + ηj3 − π (10)

der de indre vinklene ηji er de�nert som følger. For trekanter der alle punkte-
ne er ikke-singulære (dvs av type 3) de�nerer vi hjørnene ved ηji = π−ϵji, i =
1, 2, 3 som vanlig og vi vet at resulatet holder for slike trekanter.47 En trekant
Rj med en kant i en snittkurve (med punkter av type 2) er inneholdt i en
regulær �ate Ri ⊂ R ved de�nisjon 3.1.16. Derfor kan vi de�nere vinkler på
samme vis her og resultatet vil holde.

For trekanter med en singularitet qi av type 1 i et hjørne er situasjonen
litt mer spesiell. La Rqi ⊂ R være et område rundt en slik singularitet (slik
at qi er den eneste av singularitetene av type 1 som ligger i Rqi), og la Rqi

være triangulert med TRqi
trekanter som alle har et hjørne i q (noen av disse

trekantene kan ha kanter langs snittkurver). La Sr være en sfære med radius
r og sentrum i qi. Vi lar T og T ′ være to av disse trekantene og lar disse
være valgt slik at de deler en kant (som kan ligge langs et selvsnitt), og vi
lar Tr ⊂ T være den delen av T som ligger utenfor Sr. La Rqir være den
delen av Rqi som ligger utenfor Sr, og la aH være kurven i snittet mellom
Sr og Rqi (ved betingelse 3 i de�nisjon 3.1.19 er snittet mellom Sr og Rqi

faktisk en kurve. Denne er glatt overalt, inkludert i snittene, siden R lokalt
kan uttrykkes ved R1∪ ...∪Rn der hver Ri er en regulær �ate. La a = aH ∩T
(a er den glatte kurven i snittet mellom Sr og T ).

La ϵk1, ϵk2 være de ytre vinklene til de to hjørnene til Tr som ikke ligger
på a, og la βk1, βk2 være de to ytre vinklene i hjørnene på a. Vi lar βl1 være
den ytre vinkelen til T ′ som ligger i det samme hjørnet som βk2 (se �gur 4).
Siden alle kantene i trianguleringen er glatte, er βl1 + βk2 = π (dette gjelder
også for trekanter som deler en kant langs et snitt).

46Dette er en modi�sert utgave av ligning (5.9.9) i [Jahren 2011, s. 162]
47[Jahren 2011, s. 162]
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Figur 4: Området Rqi rundt singulariteten q.

Siden Tr er ikke-singulær (dersom Tr har kant langs en snittkurve, kan
Tr betraktes som ikke-singulær ved de�nisjon 3.1.16), kan vi bruke Gauss-
Bonnet på Tr.48 Vi får

∫∫
Tr

KdA+

∫
∂Tr\a

kgds+

∫
a

kgds+ ϵk1 + ϵk2 + βk1 + βk2 = 2π.

Vi vil nå summere opp tilsvarende uttrykk for alle trekantene i Rqi . Siden
βl1 + βk2 = π og T og T ′ var vilkårlige, blir49∑

j,i

βji = TRqi
π.

Dermed får vi:

∫∫
Rqir

KdA+

∫
∂Rqir\aH

kgds = −
∑
j,i

(π − ηji)−
∑
j

∫
aj

kgds−
∑
j,i

βji + 2πTRqi

= −2πTRqi
+
∑
j,i

ηji −
∫
aH

kgds− TRqi
π + 2πTRqi

=
∑
j,i

ηji −
∫
aH

kgds− TRqi
π.

48I denne delen av beviset er det svært praktisk at vi har de�nert vinkelen om singula-
riteten ved hjelp av et uttrykk som inngår i Gauss-Bonnet-formelen.

49Indeksen i på venstre side gjennomløper vinkler mens indeksen i på høyre side gjen-
nomløper singularitetene av type 1.
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Når vi lar r → 0, får vi∫∫
Rqi

KdA+

∫
∂Rqi

kgds =
∑
j,i

ηji + α− TRqi
π. (11)

Merk at

α = − lim
r→0

∫
aH

kgds.

I de�nisjonen av α lar vi enhetsnormalvektoren for kurven aH peke ut av

integrasjonsområdet. Her er aH orientert slik at enhetsnormalvektoren peker
inn i området. Dermed endres fortegnet på kg.

Summerer vi opp for alle trekantene i R (inkludert de ovennevnte der
ligning (10) gjelder), får vi∫∫

R

KdA+
∑
j

∫
∂Rj

kgds =
∑
j,i

ηji +
∑
i

αi − Tπ. (12)

Videre i beviset vil vil �nne et annet uttrykk for vinkelsummen på den
høyre siden av likhetstegnet i denne relasjonen. Vi tar utgangspunkt i rela-
sjonene (4), (5), (6) etc gjengitt i kapittel 1 fra beviset for det opprinnelige
Gauss-Bonnets teorem. Disse uttrykkene vil vi imidlertid måtte modi�sere
på grunn av selvsnittene. Det skal vi komme tilbake til. La de tre glatte
randkurvene (kantene) til Rj betegnes αij , i = 1, 2, 3 hvor disse er orientert
slik at enhetsnormalvektorene peker inn i Rj . Kantene som ligger i det indre
av R vil komme i par med motsatt normal orientering. Siden vi har krevd
at alle selvsnitt ligger i områder som lokalt kan uttrykkes som unioner av
regulære �ater, vil kanter møtes to og to også her, igjen med motsatt normal
orientering. Dermed vil bidragene fra den geodetiske krummingen kansellere
også i snittene. Vi har ∑

j

∫
∂Rj

kgdS =
∑
j,i

∫
αji

kgds.

De resterende kantene ligger på ∂R og vi har∑
j

∫
∂Rj

kgds =
∑

αji⊂∂R

∫
αji

kgds =

∫
∂R

kgds (13)

Vi skal nå se nærmere på uttrykkene i (12) og vi ønsker å �nne uttrykk
for den totale vinkelsummen om hjørner i det indre av R og på ∂R. La V og
∂V være antall hjørner i hhv R og på ∂R.
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Vi begynner med hjørnene i det indre av R. Vi har antatt at alle hjørnene
av type 1 ligger i det indre av R, så la q1, ..., qx betegne disse og la α1, ..., αx

være vinklene om disse singularitetene. De resterende hjørnene i det indre er
av type 2 og 3. La v1, ..., vy betegne hjørnene av type 2 i Int R (disse ligger
på snittkurvene) og la z være antall hjørner av type 3 (ikke-singulære) i Int
R. Da er V − ∂V = x+ y + z.

Rundt hjørnene q1, ..., qx er den totale vinkelsummen

x∑
i=1

αi.

Rundt et av hjørnene vi er vinkelsummen

2π + d(vi)π.

Vi ønsker nå et mål på den totale defekten summert over hjørnene v1, ..., vy ∈
Int R av type 2. Derfor de�nerer vi:

DT =

y∑
i=1

d(vi) hvis y ≥ 1, DT = 0 hvis y = 0.

Dermed kan vi for hjørnene v1, ..., vy uttrykke den totale vinkelsummen ved

2πy +

y∑
i=1

d(v) · π = 2πy +DTπ.

Rundt hjørnene av type 3 er den totale vinkelsummen 2πz.

Samlet gir dette et uttrykk for vinkelsummen om hjørner V i det indre av
R:

2πz + 2πy +DTπ +

x∑
i=1

αi

= 2π(z + y) +DTπ +

x∑
i=1

αi

= 2π(V − ∂V − x) +DTπ +

x∑
i=1

αi

= 2π(V − ∂V ) +DTπ +
x∑

i=1

(αi − 2π). (14)

Vi tar nå for oss hjørnene på ∂R. Siden vi har antatt at alle punktene av
type 1 ligger i det indre av R, er hjørnene på randa av type 2 og 3. Dessuten
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har vi antatt at snittkurvene til R er av type I, E, B og L. Siden snittkur-
vene av type I og L ikke har endepunkter på randa, er punktene på randa
av type 2 endepunkter til snittkuver av type B og E. Punktene av type 3
ligger enten i et glatt eller et ikke-glatt punkt på en randkurve. I hvert av
de ikke-glatte punktene er det en ytre vinkel ϵk ̸= 0 og vinkelsummen om et
slikt punkt er ηk = π − ϵk.

La p være et hjørne på ∂R, la p være endepunkt for en snittkurve γB
av type B og la d(γB) være defekten til γB. Da blir vinkelsummen om p
π + 1

2d(γB)π. (Her bruker vi forutsetningen om at randa skal kunne skrives
som en union av glatte kurver slik at ϵk = 0 her).

La p1, p2 være de to endepunktene til en snittkurve γE av type E, og
la d(γE) være defekten til γE . Vinkelsummen om disse to punktene blir
2π + d(γE)π (faktoren 1

2 blir borte siden vi får et bidrag i begge punktene;
også her bruker vi antagelsen om at ϵk = 0 i begge punktene).

Dermed får vi følgende uttrykk for vinkelsummen om hjørner på randa:

V∂π −
∑
k

ϵk +
1

2
DBπ +DEπ (15)

der V∂ er antall hjørner på ∂R og

DB =
n∑

i=1

d(γBi) hvis n ≥ 1, DB(R) = 0 hvis n = 0,

DE =

k∑
i=1

d(γEi) hvis k ≥ 1, DE(R) = 0 hvis k = 0.

I beviset for det opprinnelige Gauss-Bonnet-teoremet, er E∂ = V∂ . Siden
snittkurvene av typene B og E har endepunkter på randa, endres også denne
relasjonen på samme måte som ovenfor. Dermed har vi

E∂ = V∂ +
1

2
DB +DE .

I det opprinnelige beviset for Gauss-Bonnet har vi relasjonen 3T =
2E − E∂ siden hver trekant har tre kanter og hver kant ligger i to trekanter
bortsett fra kantene på randa. Langs snittkurvene på R møtes imidlertid
�ere trekanter enn to. Dermed vil noen korreksjonsledd inngå i vår modi�-
serte utgave av dette uttrykket. Vi har de�nert defekten slik at korreksjonen
enkelt lar seg uttrykke ved hjelp av denne. Uttrykket blir

3T = 2E − E∂ +DI +DB +DE +DT . (16)
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Dette ønsker vi nå å begrunne.

Vi har antatt at alle snittkurvene på R er av type I, B, E og L. La
m,n, k og l betegne antall kurver av henholdsvis type I,B,E og L.

Vi ser først på en snittkurve γB av type B med defekt d(γB). Den har et
endepunkt av type 1 i det indre av R og et endepunkt på ∂R. La v1, ..., vnB

betegne de nB hjørnene av type 2 langs γB som ligger i det indre av R og
la kB betegne antall kanter langs γB. Legg merke til at kB = nB + 1 (Sagt
på en annen måte: Dersom vi ønsker å telle antall kanter langs kurven, kan
vi telle antall hjørner vi i stedet, men da må vi huske at vi har oversett en
kant). Vi minner om at d(γB) = d(vi). Korreksjonsbidraget fra denne kurven
blir

d(γB) · kB = d(γB) + d(γB) · nB = d(γB) + d(vi) · nB.

La γI være en snittkurve av type I. Den har to endepunkter av type 1
i det indre av R. La nå v1, ..., vnI betegne de nI hjørnene av type 2 langs
γI som ligger i det indre av R og la kI betegne antall kanter langs γI . Ut-
trykket for denne kurven tilsvarer det foregående: kI = nI + 1. Dermed blir
korreksjonsbidraget fra denne kurven

d(γI) · kI = d(γI) + d(γI) · nI = d(γI) + d(vi) · nI .

En kurve γE av type E med begge endepunktene på randa gir et tilsva-
rende korreksjonsbidrag

d(γE) · kE = d(γE) + d(γE) · nE = d(γE) + d(vi) · nE .

Situasjonen er litt annerledes for lukkede kurver. La γL være en kurve av
type L. La kL betegne antall kanter langs γL og la nL betegne hjørnene av
type 2 langs γL. For slike kurver er kL = nL. Dermed blir korreksjonsbidraget

d(γL) · kL = d(vi) · nL.

Vi kan nå summere opp korreksjonsbidragene fra alle snittkurvene. R har
m,n, k og l snittkurver av henholdsvis type I,B,E og L og y hjørner av type
2 i det indre. Dermed har vi følgende uttrykk:

m∑
i=1

d(γI) +

n∑
i=1

d(γB) +

k∑
i=1

d(γE) +

y∑
i=1

d(vi) = DI +DB +DE +DT

som nettopp er korreksjonsleddet som inngår i ligning (16).
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Da er vi klare for å oppsummere. Siden
∑

j,i ηji +
∑

i αi (som inngår i
uttrykket på den høyre siden av likhetstegnet i ligning (12)) er den totale
summen av vinklene i alle trekantene i trianguleringen, kan vi uttrykke dette
som summen av uttrykkene (14) og (15). Det gir følgende:

∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds =
∑
j,i

ηji +
∑
i

αi − Tπ

= 2π(V − V∂) +
∑
i

(αi − 2π) +DTπ + V∂π −
∑
k

ϵk +
1

2
DBπ +DEπ − πT

= 2πV − πV∂ −
∑
i

∆i +DTπ −
∑
k

ϵk +
1

2
DBπ +DEπ − πT

= 2πV − π(E∂ − 1

2
DB −DE)−

∑
i

∆i +DTπ −
∑
k

ϵk +
1

2
DBπ +DEπ − πT

= 2πV − πE∂ −
∑
i

∆i +DTπ −
∑
k

ϵk +DBπ + 2DEπ − πT

= 2πV − π(2E − 3T +DI +DB +DE +DT )−
∑
i

∆i

+DTπ −
∑
k

ϵk +DBπ + 2DEπ − πT

= 2π(V − E + T )−DIπ +DEπ −
∑
i

∆i −
∑
k

ϵk

= 2πχ(R)−DIπ +DEπ −
∑
i

∆i −
∑
k

ϵk

hvilket gir

∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds+
∑
k

ϵk +DIπ −DEπ +
∑
i

∆i = 2πχ(R)

som fullfører beviset. �
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4 Eksempler og beregninger

I dette kapittelet vil vi bruke teoremet på noen singulære �ater i R3.

4.1 Noen singulære �ater i R3

Eksempel 4.1.1. La S være whitneyparaplyen gitt ved ligningen y2 = x2z.
Den kan parametriseres ved x(u, v) = (uv, u, v2). La R være området gitt
ved u, v ∈ [−1, 1] (se �gur 1), og la q være singulariteten i origo.

Vi må nå sjekke om de tre betingelsene i kap (3.1) holder for R slik at R
er triangulerbar.

Betingelse 1. Som nevnt tidligere kan R trianguleres slik at trekantene som
har q i som hjørne består av kanter med glatte randkurver der det geodetiske
krummingsintegralet konvergerer. Dette oppnår vi ved å velge trekanter med
kanter langs y- og z-aksen der kg blir 0.

Betingelse 2. Vi må forsikre oss om at krummingsintegralet konvergerer på
denne �aten. Vi beregner først krummingen.50

x(u, v) = (uv, u, v2)

xu = (v, 1, 0)

xv = (u, 0, 2v)

xuu = (0, 0, 0)

xuv = (1, 0, 0)

xvv = (0, 0, 2)

xu × xv = (2v,−2v2,−u)

∥xu × xv∥ =
√
u2 + 4v2 + 4v4

N =
xu × xv
∥xu × xv∥

50Formlene er hentet fra [Jahren 2011, s. 125-128]
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e = N · xuu = 0

f = N · xuv =
2v√

u2 + 4v2 + 4v4

g = N · xvv =
−2u√

u2 + 4v2 + 4v4

E = 1 + v2

F = uv

G = 4v2 + u2

K =
eg − f2

EG− F 2
= − 4v2

(u2 + 4v2 + 4v4)2
.

La nå RK være området slik at u, v ∈ [0, 1]. Krummingsintegralet er gitt
ved51

∫∫
RK

K
√
EG− F 2dudv = −

1∫
0

1∫
0

4v2

(u2 + 4v2 + 4v4)
3
2

dudv.

Siden K → −∞ når u = 0 og v → 0, kunne det tenkes at krummingsinte-
gralet divergerer. Vi må sjekke at det ikke er tilfelle. Vi har

1∫
0

1∫
0

4v2

(u2 + 4v2 + 4v4)
3
2

dudv ≤
1∫

0

1∫
0

4v2

(u2 + 4v2)
3
2

dudv.

Men

1∫
0

1∫
0

4v2

(u2 + 4v2)
3
2

dudv ≤
2π∫
0

r′∫
0

4r2 sin2 θ

(r2 cos2 θ + 4r2 sin2 θ)
3
2

rdrdθ

=

2π∫
0

r′∫
0

4 sin2 θ

(cos2 θ + 4 sin2 θ)
3
2

drdθ

for et passende valg av r′, og dette integralet eksisterer. Dermed eksisterer
også krummingsintegralet for R siden dette området kan deles opp i �re om-
råder som (opp til symmetri) er like RK .

Vi skal snart se på �ere eksempler på �ater med whitneysingulariteter.
Selv om krummingsintegralet eksisterer for whitneyparaplyen, trenger ikke

51[Jahren 2011, s. 156]
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krummingsintegralet å eksistere for enhver �ate med en whitneysingulari-
tet. Vi skal imidlertid ikke sjekke dette integralet for hver av disse �atene
(uttrykket for gausskrummingen kan bli ganske stygt på enkelte �ater), så i
disse tilfellene nøyer vi oss med å anta at integralet eksisterer.

Betingelse 3. La Sr være en sfære med radius r og sentrum i q, og la
a = Sr ∩ RK . Vi må sjekke om a er en kurve slik at denne kan brukes til å
angi vinkelen om q.

Sfæren Sr er gitt ved x2 + y2 + z2 = r2.

Whitneyparaplyen er gitt ved x2 = y2z.

Vi eliminerer x og får

y2z + y2 + z2 = r2

y2(z + 1) = r2 − z2

y2 =
r2 − z2

z + 1
.

Vi setter z = t og får

x =

√
tr2 − t3

t+ 1

y =

√
r2 − t2

t+ 1

z = t.

Dermed kan vi parametrisere a ved a(t) = (x(t), y(t), z(t)). Velger vi t ∈
[0, r], får vi en kurve som starter i (0, r, 0) og ender i (0,0,r) og som er slik
at a(t) ∈ RT for alle t ∈ [0, r]. Tilsvarende kurver ligger i de tre andre om-
rådene som (opp til symmetri) er like RK . Dermed er α om q (og tilhørende
∆) velde�nert og formelen vår kan brukes på denne �aten.

R har en snittkurve av type B langs den positive delen av z-aksen (slike
snittkurver inngår ikke i formelen). R er kontraktibel og har eulerkarakteris-
tikk 1. Dessuten har R �re ytre vinkler langs randa. Det gir følgende formel
for R:
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∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds+
∑
k

ϵk +∆ = 2π.

Eksempel 4.1.2. La S være �aten gitt ved xyz = 0, og la R være området
der x, y, z ∈ [−1, 1]. S er unionen av xy- xz- og yz-planet, og disse snitter
langs x-, y- og z-aksen. Dermed har R seks snittkurver av type B og et trip-
pelpunkt i origo. La q være dette punktet. Siden R er en union av tre plan
og begrenset av rette linjer, er

∫∫
R

KdA =

∫
∂R

kgds = 0.

Randa ∂R har tolv ytre vinkler på π/2, og vinkelsummen om trippel-
punktet er α = 6π (man får et bidrag på 2π fra hvert av de tre planene).
Dermed har trippelpunktet singularitetsdefekt ∆ = 2π − 6π = −4π. Som
en test på formelen vår vil vi nå kontrollere at den gir et riktig uttrykk for
eulerkarakteristikken til R. Siden R er kontraktibel vet vi at χ(R) = 1. Snitt-
kurver av type B inngår ikke i formelen.

Setter vi inn i venstresiden i uttrykket, får vi∑
k

ϵk +∆ = 12 · π/2− 4π = 6π − 4π = 2π.

Dette gir

2π = 2πχ(R)

χ(R) = 1

hvilket var svaret vi forventet.

Vi skal snart se �ere eksempler på �ater med trippelpunkt.

Det projektive planet P2 kan ikke embeddes i R3. Den kan imidlertid im-
merseres i R3.52 Vi skal nå se på �ere �ater som er representasjoner av P2 i R3.

De�nisjon 4.1.3. La S være en �ate. En immersjon f : S → R3 er en lokalt
injektiv avbildning, det vil si at hver x ∈ S har en åpen omegn U slik at f er
injektiv på U . Dessuten skal rangen til f være lik dimensjonen til domenet
(i dette tilfellet 2) i hvert punkt i S. 53

52[Spivak 2005, s. 14]
53[Spivak 2005, s.14, 46]
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Spivak omtaler �ere �ater som er representasjoner av P2 i R3 (Steiner's
Roman Surface og unionen av en cross-cap og en disk)54. Vi skal snart se
nærmere på disse �atene. Spivak omtaler disse som immersjoner, men man
bør legge merke til at de strengt tatt ikke er det siden de ikke er lokalt in-
jektive i whitneysingularitetene. Disse kjennetegnes jo av at ethvert åpent
omegn om disse snitter seg selv.

Eksempel 4.1.4. Det opprinnelige Gauss-Bonnet teoremet gjelder for abs-
trakte �ater som ikke er embeddet i R3. Dermed kan vi bruke det på R = P2.
P2 har ingen rand, og den har eulerkarakteristikk 1 (bruk f eks en triangu-
lering med 2 trekanter, 3 kanter og 2 hjørner). 55 Dermed får vi følgende
uttrykk for krummingsintegralet:∫∫

R

KdA = 2π.

Vi bør forvente at krummingsintegralet blir det samme for en immersjon
av P2 i R3. La oss se om det stemmer.

Eksempel 4.1.5. En immersjon f : P2 → R er Boy's over�ate56 (se �gur 2
og 3). Den kan parametriseres på �ere ulike måter57; vi har brukt følgende:

x =

√
2 cos2 v cos(2u) + cos(u) sin(2v)

2−
√
2 sin(3u) sin(2v)

y =

√
2 cos2 v sin(2u)− sin(u) sin(2v)

2−
√
2 sin(3u) sin(2v)

z =
3 cos2 v

2−
√
2 sin(3u) sin(2v)

u ∈ [−π/2, π/2], v ∈ [0, π].

La R være denne �aten. Den har et trippelpunkt q og tre snittkurver av
type I som alle har endepunktene i q. Dermed har ikke R noen singulariteter
der noen av betingelsene for triangulering ikke er oppfylt, og teoremet kan
brukes på denne �aten.

Vi ønsker først å �nne eulerkarakteristikken til R. Det kan vi enklest
gjøre ved å utnytte at �aten er en immersjon av P2 som vi allerede vet har

54[Spivak 2005, s.13-17]
55[Hatcher 2001, s. 102]
56[Weisstein 2011a]
57[Weisstein 2011a]
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eulerkarakteristikk 1. Dermed kan vi beregne χ(R) ved

χ(R) = χ(P2) +K

der K er et korreksjonsledd vi nå ønsker å �nne.

Trianguler R slik vi gjør for alle singulære �ater: la q være hjørnet til
alle omkringliggende trekanter, og la det kun være hjørner og kanter langs
selvsnittskurvene. La P2 være triangulert slik at hver trekant TPi i denne tri-
anguleringen avbildes av f på en trekant TRj i trianguleringen av R og slik at
hver kant i TPi avbildes på en kant i TRj og hvert hjørne på TPi avbildes på et
hjørne i TRj . Eulerkarakteristikken til P2 er gitt ved χ(P2) = T −E+V = 1.
Vi ønsker derfor å se på hvor mange av hjørnene og kantene i trianguleringen
av P2 som identi�seres under f . I trippelpunktet identi�seres tre hjørner til
ett. Dette har et negativt bidrag til eulerkarakteristikken, noe som foreløpig
gir

χ(R) = χ(P2)− 2 + L.

Langs hver av snittkurvene identi�seres en del hjørner og kanter. La γI
være en av snittkurvene. La kI være antall kanter langs γI og nI være antall
hjørner av type 2 på γI . Som vi har sett tidligere er kI = nI +1. Siden antall
kanter som identi�seres langs γI er lik antall hjørner av type 2 som identi�-
seres, vil hver av snittkurvene gi et bidrag på 1 til eulerkarakteristikken. Det
gir oss

χ(R) = χ(P2)− 2 + 3 = 1− 2 + 3 = 2.

Nå er det meste gjort. Vi observerer at hver av snittkurvene γI har defekt
2. Det gir DI = 2 · 3 = 6. Trippelpunktet har defekt ∆T = −4π. R har ingen
rand. Det gir

∫∫
R

KdA+DIπ +∆T = 2πχ(R)

∫∫
R

KdA+ 6π − 4π = 2π · 2

∫∫
R

KdA = 2π

hvilket er svaret vi forventet.
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Eksempel 4.1.6. Steiner's Roman surface (se �gur 5) er et annet eksempel
på en representasjon av P2 i R3.58 La R være denne �aten som er gitt ved
følgende parametrisering:59

x = cos(u) cos(v) sin(v)

y = sin(u) cos(v) sin(v)

z = cos(u) sin(u) cos2(v)

u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, π/2].
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Figur 5: Steiner's Roman Surface

Den har et trippelpunkt (med singularitetsdefekt ∆T = −4π), 6 whitney-
singulariteter (med singularitetsdefekt ∆i) og 6 snittkurver av type I. Hver
av disse kurvene har defekt 2, og dermed er DI = 6 ·2 = 12. Flaten er homo-
topiekvivalent med en wedge av 4 sfærer og har dermed eulerkarakteristikk 5.

Vi har tidligere sjekket at krummingsintegralet for en �ate med en whit-
neysingularitet eksisterer. I dette tilfellet nøyer vi oss med å anta at integra-
let eksisterer. At de resterende betingelsene for triangulering holder, er lett
å kontrollere.

Vi får følgende:

58[Spivak 2005, s. 17]
59[Weisstein 2011c]
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∫∫
R

KdA+DIπ +∆T +
∑
i

∆i = 2πχ(R)

∫∫
R

KdA+ 12π − 4π +
∑
i

∆i = 2π · 5

∫∫
R

KdA+
∑
i

∆i = 2π.

Eksempel 4.1.7. Den siste representasjonen av P2 i R3 er en cross-cap limt
på en disk60 (se �gur 6). Den kan parametriseres ved61:

x =
1

2
cosu sin 2v

y =
1

2
sinu sin 2v

z =
1

2
(cos2 v − cos2 u sin2 v)

u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, π/2].
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Figur 6: Unionen av en cross-cap og en disk.

Igjen er uttrykkene såpass store at vi nøyer oss med å anta at krummings-
integralet eksister. De resterende betingelsene er greie å kontrollere.

60[Spivak 2005, s. 14]
61[Weisstein 2011b]
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Flaten har to whitneysingulariteter q1 og q2 (med singularitetsdefekt ∆i)
forbundet av en snittkurve av type I med defekt 2. Siden den er homotopi-
ekvivalent med sfæren, har den eulerkarakteristikk 2. Dermed har vi

∫∫
R

KdA+DIπ +
∑
i

∆i = 2πχ(R)

∫∫
R

KdA+ 2π +
∑
i

∆i = 2π · 2

∫∫
R

KdA+
∑
i

∆i = 2π.

Tidligere i oppgaven kommenterte vi fordelene ved å la vinkelen α om
en singularitet av type 1 være de�nert ved et integral som inngikk i Gauss-
Bonnet-formelen. De to siste eksemplene viser den største ulempen: Vinkelen
kan vise seg å være svært vanskelig å beregne, særlig der parametriseringene
av �atene blir litt kompliserte.

Eksempel 4.1.8. En annen �ate som ikke kan embeddes i R3 er klein�asken
K. Den kan immerseres i R3, og vi får da en �ate der vi kan bruke formelen
vår. La R være en immersjon av K i R3 med en snittkurve av typen γL (se
�gur 7). R kan trianguleres slik at teoremet vårt gjelder for R.

Vi betrakter først klein�asken som abstrakt (ikke-immersert) �ate. Da
kan vi bruke det opprinnelige Gauss-Bonnet-teoremet. K har eulerkarakte-
ristikk 0 (bruk f eks en triangulering med 2 trekanter, 3 kanter og 1 hjørne62).
Vi får

∫∫
K

KdA = 2πχ(K) = 0.

Også R har eulerkarakteristikk 0. Det kommer av at det er like mange
kanter som hjørner langs γL. Bidragene herfra kansellerer i beregningen av
eulerkarakteristikken. Lukkede snittkurver av type L har ikke noe endepunkt
q med singularitetsdefekt. Dermed gir også vår formel

∫∫
R

KdA = 2πχ(R) = 0.

62[Hatcher 2001, s. 102]
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Figur 7: En immersjon av klein�asken i R3.

Eksempel 4.1.9. En kjegle kan parametriseres ved følgende:

x = u cos(v)

y = u sin(v)

z = u.

Velger man u ∈ [0, c], v ∈ [0, 2π] for en konstant c, får man en enkel
kjegle, og dersom u ∈ [−c, c], v ∈ [0, 2π], får man en dobbel kjegle.

La nå R1 være en enkel kjegle der u ∈ [0, c], v ∈ [0, 2π], og la q være sin-
gulariteten i origo. La αK være vinkelen om q, og la q ha singularitetsdefekt
∆ = 2π − αK . R1 har en rand bestående av en glatt kurve, og kjeglen har
krumming K = 0. χ(R1) = 1. Det gir

∫
∂R1

kgds+∆ = 2πχ(R)

∫
∂R1

kgds+ (2π − αK) = 2πχ(R)

∫
∂R1

kgds = αK .
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La nå R2 være en dobbelt kjegle gitt ved u ∈ [−c, c], v ∈ [0, 2π]. La fort-
satt q være singulariteten i origo. La α være vinkelen om q, og la ∆ = 2π−α
være singularitetsdefekten til q. Siden kjeglen er dobbel, blir α = 2αK . R2

har en rand bestående av to glatte kurver, og χ(R) = 1. Det gir

∫
∂R2

kgds+∆ = 2πχ(R)

∫
∂R2

kgds+ (2π − 2αK) = 2πχ(R)

∫
∂R2

kgds = 2αK

hvilket vi skulle forvente siden randa gir et dobbelt så stort bidrag til for-
melen når den består av to kurver og ikke en.

Eksempel 4.1.10. Det er på tide med et eksempel på en �ate med snitt av
type E. La D være en disk med en glatt rand ∂D, la R være en immersjon
av D med kun en snittkurve og la denne være av type E. La γE være denne
kurven og la d(γE) = 2. En slik kurve har begge endepunktene på ∂R. La
∂R være glatt. For D gjelder

∫∫
D

KdA+

∫
∂D

kgds = 2πχ(D) = 2π.

Snittet til R gjør at R har annen eulerkarakteristikk enn D. R er homo-
topiekvivalent med en sirkel og har dermed eulerkarakteristikk 0. Vi burde
forvente at defekten DE kompenserer for dette. Vi får

∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds−DEπ = 2πχ(R)

∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds− 2π = 0

∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds = 2π.

Eksempel 4.1.11. La R være �aten gitt ved f(x, y) = 2xy
x2+y2

(se �gur 8).
Dette er en cross cap (uten noen pålimt disk som i eksempel 4.1.7), og den
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kan parametriseres ved følgende:

x = u cos v

y = u sin v

z = sin 2v

u ∈ [0, 1], v ∈ [0, 2π].
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Figur 8: Cross-cap

R har to whitneysingulariteter, så la q1, q2 betegne disse. Dessuten har
R en snittkurve av type I med defekt d(γI) = 2. Vi antar at krummings-
integralet eksisterer. De resterende betingelsene for triangulering er enkle å
kontrollere.

Flaten har en glatt rand ∂R, og den er kontraktibel og har eulerkarakte-
ristikk 1. Dermed har vi

∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds+DIπ +
∑
i

∆i = 2πχ(R)

∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds+ 2π +
∑
i

∆i = 2π

∫∫
R

KdA+

∫
∂R

kgds+
∑
i

∆i = 0.
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En cross-cap er en representasjon av et möbiusbånd med en selvskjæ-
ring. Det kan derfor være interessant å sammenligne dette uttrykket med
det tilsvarende uttrykket for et möbiusbånd. Möbiusbåndet M har eulerka-
rakteristikk 0, så den opprinnelige Gauss-Bonnet-formelen (som også gjelder
for ikke-orienterbare �ater) gir (for et Möbiusbånd med en glatt rand ∂M)∫∫

M

KdA+

∫
∂M

kgds = 2πχ(M) = 0.
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